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2 Logik als Sprache der Mathematik

2.1 Aussagenlogik

2.1 (U.1)
(a) ~(AN(B=4))

—_——
Implikation

Konjunktion

Negation
(b) AV ( 2B VC)

Negation
— —
Disjunktion

Disjunktion
(c) (AVD)A=( 2B V()

Negation
—_———
Disjunktion
—_—
Negation

Disjunktion

Konjunktion

2.1 (U.3)
A B B=A AAN(B=A)
f f w f
(a) f W f f
w f A" W
wow w W
A B ANB —(AANB) AV-(AAB)
f f f W w
(b) f w f W W
w f f W W
W W W f W
A B -B AAN-B B= (AAN-B)
f f W f W
(C) f W f f f
w f W A" W
wOw f f f
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2.1 (U.5)
(a) 4 Zeilen
(b) 16 Zeilen
(c) 2" Zeilen

2.1 (U.7)
Ty zA-y yA-x (zA-y)V(YA-z) QY
f £ f f f f
f w f W w W
(a)
w f W f W W
WOw f f f f
Ty r=y y=z (@=2>yAly=z) &Y
f f W W W W
f w W f f f
(b)
w f f W f f
Wow W W W W

2.1 (U.9) Wenn die beiden Aussagen ,Wenn das Essen schmeckt, hat Klaus gute Laune®
und ,,Das Essen schmeckt“ wahr sind, dann ist auch die Aussage ,Klaus hat gute Laune“
auch wahr.

2.1 (U.11)

c T vy IF ¢ THEN z ELSE y
f f f

f £ w W

f w f f

f w w w

w f f f

w f w f

w w f W

W oW W W

2.1 (U.13) Der Algorithmus zur Bestimmung der sogenannten disjunktiven Normalform
einer Aussage lasst sich folgendermaflen beschreiben:

Iteriere fiir jede Zeile der Wahrheitstabelle der gegebenen Aussage, in der w steht:

Iteriere tiber alle atomaren Aussagen, aus denen sich die gegebene Aussage zusam-
mensetzt:

Wenn die atomare Aussage w ist, nimm diese atomare Aussage
Wenn die atomare Aussage f ist, nimm die Negation dieser atomaren Aussage
Bilde die Konjunktion aller so erhaltener Aussagen
Bilde die Disjunktion aller so erhaltener Konjunktionen
Anwenden dieses Algorithmus liefert
(a) ~z Ay
(b) (rxA-yAz)V (mzAyAz)V (z Ay A-z)
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2.2 Bausteine der Pradikatenlogik

2.2 (U.1)
(a) Aussage
(b) syntaktisch inkorrekt
(c) Aussage
(d) syntaktisch inkorrekt
(e) Aussage

2.2 (U.3)
Konjunktion
/ A \ x und y frei
atomare Aussage 9 < atomare Aussage
z und y frei T frei
(a) Tem 7\ / \
x und y frei + 3 x
7\
3y
Term
+ x und y frei
Term f / \ . Term
d y frei z und y frei
b Z un
( ) Terme +/ \ 3/ \g Term
d y frei .
x un yre1/\ /\ AN xun%gréfel
r 2 3 y T + d v frei
/N z und y frei
2y
Implikation
= .
s U x gebunden, y frei
atomare Aussage p \v, Allaussage
x frei x gebunden, y frei
(C) ‘ s N A atomare Aussage
\ X VRN x und y frei
{L'/ 3 ) P atomare Aussagen
AR ‘ x und y frei
r 3 Y

Existenzaussage
x frei, y gebunden

-
/ \ atomare Aussage
(d) Y / < x und y frei
+ \T@rme
d y frei
2N
Term f y g 2’]?erm

x frei A s\
x 3 3y

y frei
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2.3 Modellieren und Argumentieren in der Pradikatenlogik

2.3 (U.1)

(a) ,Es gibt zwei Zahlen, deren Summe null ist“ — wahr.

(b) ,,Zu jeder Zahl gibt es eine Zahl, die zur ersten addiert null ergibt“ — wahr.

(c) ,Es gibt eine Zahl, die zu jeder Zahl addiert null ergibt* — falsch.

(d) ,Die Summe zweier beliebiger Zahlen ist null“ — falsch.

2.3 (U.3) Mogliche Antworten sind die folgenden; Varianten sind auch méglich:

(a) do Jy = # y AistKatze(x) A istKatze(y) A sindGeschwister(z, y)

(b) Vx (istMensch(x) A istWeiblich(z) A studiert(z, Informatik)) =
hatInteresseAn(z, Mathematik)

(c) Vx istMensch(x) = v istMensch(x) A istVaterVon(y, x)

2.3 (U.5)

(a) ,,Alle Sonnenaufgéinge sind nicht griin‘

(b) ,Jedes Glas ist nicht kratzfest*.

(c) ,Alle Fliissigkeiten sind nass‘.

2.3 (U.7)

(a) Das Objekt ,Katze“ ist nicht gleich dem Objekt , grau‘.

(b) istKatze(x) ist eine atomare Aussage, und kann nicht mit = mit einem Term vergli-
chen werden.

(c) istKatze(z) ist eine atomare Aussage, und kann nicht mit = mit der atomaren Aussage
istGrau(z) verglichen werden.

(d) istGrau(z) ist eine atomare Aussage, und kann nicht Argument der Pradikatenkon-
stanten istKatze sein.

(e) x =grau ist eine atomare Aussage, und kann nicht Argument der Pradikatenkonstan-
ten istKatze sein.

(f) Diese Aussage wére auch wahr in einem Universum, in dem es keine Katze gibt:
Dann wére namlich istKatze(z) falsch, und damit die Implikation sowie auch die gesamte
Existenzaussage wahr.

2.3 (U.9)

(a) goldbach(8) ist wahr etwa fiir die Variablenbelegungen = <— 3 und y < 5.

(b) goldbach(22) ist wahr etwa fiir die Variablenbelegungen x < 11 und y < 11.

(c) goldbach(42) ist wahr etwa fiir die Variablenbelegungen z <— 11 und y < 31.

2.3 (U.11)

(a) istQuadratZahl(z) = Jyy-y =2

(b) istSummeUnterschiedlicherPrimzahlen(z) <> Jy 32 y # 2 A primy A prim(z) Az =
Yy-y+z-z.

(c) perfekt(n) 1 Xojnpsn T

2.3 (U.13)
GEGEBEN: n
wobei wobei n eine nattirliche Zahl ist

GESUCHT: x,y
sodass x und y natiirliche Zahlen sind, und es gilt z|n A y|n A z <y
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2.3 (U.15)

GEGEBEN: S
wobei wobei S eine natiirliche Zahl ist

GESUCHT: n
sodass n eine natiirliche Zahl ist, und es gilt n < S A (dz,y 2 # y A n =
v-r+y-y) A-dmm<nAm<SAdryrAyAm=x-v+y-y

2.3 (U.17) prim(z) w2 #1 AVyy=1Vy=aVytx
2.3 (U.19)

(a) d2 1 <2 <40 A —prim(z? + 2 + 41)

(b) dm Yk m # 2k Am # 2k + 1

(c) dpp>2AVn(n>2)= —prim(p) Vp>n
2.3 (U.21) VS dpp > S A prim(p) A —prim(p + 2)
2.3 (U.23) Wir nehmen fiir einen Widerspruchbeweis das Gegenteil an, also 3n Ym m | n.
Wir nennen dieses n, dessen Existenz wir kennen, n*. Da die Aussage m |n* ja fir alle m
gilt, gilt sie speziell auch fiir die Variablenbelegung m <— n* + 1; diese Zahl ist auch wieder
eine natiirliche Zahl. Mit der Definition der Teilbarkeit wissen wir somit 9z z(n*+1) = n*.
Umformen liefert 9z n*(z — 1) + z = 0. Daraus erhalten wir den gesuchten Widerspruch:
Entweder ist z = 1, dann ist der erste Summand zwar null, der Widerspruch ist aber 1 = 0.
Oder z > 1, dann wéare die Summe zweier natiirlicher Zahlen null, was auch wieder ein
Widerspruch ist.
2.3 (U.25)

(a) 20

(b) 5
2.3 (U.27)

GEGEBEN: n
wobei wobei S eine natiirliche Zahl ist
GESUCHT: w
sodass w eine natiirliche Zahl ist, und es gilt w-w <n A (w+1)-(w+1) >n
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3.1 Das Pradikat istFElementVon

3.1 (U.1)
(a) falsch
(b) wahr
(c) falsch
(d) falsch
(e) wahr
(f) falsch

3.2 Mengenbildung: Mengen aus Elementen

3.2 (U.1)

(a) {z |z e NAz <10 A gerade(z)}

(b) {xr |2z e NA8 <z <14 Agerade(z)}

(c) {x |z e NA10 < x <20 A prim(z)}
3.2 (U.3)

(a) {z | ~gerade(z) V —prim(z)}

(b) {z | —gerade(z) A prim(z)}

(c) {z | prim(z - z)}
3.2 (U.5)

(a) Die Variablen = und y missen auf der rechten Seite der Definition frei sein.

(b) Die beiden Teile z # 1 t x und z # 1 t y sind syntaktisch falsch.

(c) Sowohl syntaktisch als auch semantisch korrekt.

(d) Sowohl syntaktisch als auch semantisch korrekt.

(e) Syntaktisch korrekt, semantisch aber falsch: die Aussage auf der rechten Seite der

Definition ist fiir alle Kombinationen von x und y wahr.
3.2 (U.7) Wir formulieren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass es aufer 3,
5 und 7 noch drei weitere Zahlen x, x + 2 und x + 4 gibt, die alle Primzahlen sind. Wir
wissen weiters, dass von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen genau eine von 3
geteilt wird. Wir betrachten nun die drei aufeinanderfolgenden Zahlen x 4+ 1, x + 2 und
x + 3, und machen eine Fallunterscheidung:

Fall 1: x + 1 wird von 3 geteilt. Dann wird auch x + 4 von 3 geteilt, im Widerspruch zur
Annahme, dass das eine Primzahl ist.
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Fall 2: x + 2 wird von 3 geteilt. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass das eine
Primzahl ist.

Fall 3: * + 3 wird von 3 geteilt. Dann wird auch x von 3 geteilt, im Widerspruch zur
Annahme, dass das eine Primzahl ungleich 3 ist.

3.3 Mengenbildung: Mengen aus Mengen

3.3 (U.1)

(a) falsch

(b) wahr

(c) wahr

(d) falsch
3.3 (U.3)

(a) falsch

(b) falsch

(c) falsch

(d) wahr

(e) falsch

(f) wahr

(g) wahr

(h) wahr
3.3 (U.5) Einsetzen in die Definition der Teilmengenrelation liefert

zCy AyCar)=Nerzerx=z2zcy A (Vzzey=z2€21)
und umgeformt
=V:(z€x=2€y) A (z€y=2€ua).
Wegen
asf=(a=p) N (L =a)

ist dies wie gefordert gleichwertig mit Vz 2z € 2 < 2 € 9.
3.3 (U.7)

(a) {a,b,{c},c}

(b) {a,b}

(c) {{c}}

(d) {a,{b.c},d, e, {b,c,d}}

(e) {a e}

(f) {a,{b,c},d}
3.3 (U.9)

(a) falsch

(b) wahr

(c) wahr

(d) wahr
3.3 (U.11) Seien z und y beliebig aber fix. Wir beweisen

z\y=9=zCy.

7
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Wir zerlegen die Implikation in
wir wissen z\y=9
2u zeigen z Cy.
Einsetzen in die Definitionen dieser Mengenoperationen liefert
wir wissen {z|z€xNzey}t=0
2u zeigen VssEx:>5€y.

Sei also auch s beliebig aber fix. Wir zerlegen wiederum die Implikation in der zu zeigen-
Zeile. Aus der wir wissen-Zeile folgt, dass kein Element die definierende Eigenschaft der
Menge erfiillt, also alle Elemente die definierende Eigenschaft nicht erfiillen:

wir wissen Vea(z€xA-z€y)
wir wissen sex
2u zetgen s €.

Mit der De Morgan-Regel und a = = -« V  konnen wir die wir wissen-Zeile umformen
zu

wWIr WISSEN, Vezex=z2€y.
Diese Aussage gilt fiir alle z, damit auch speziell fir die Belegung z <+ s:
wir wissen sSET=SEy.

Da wir auch s € x wissen, folgt mit modus ponens die zu zeigende Aussage.
3.3 (U.13) Man definiert

Ux:z{z[ Elze}

yex

ﬂx::{zl ‘v’ze}.

yeT

Uo={:1 3¢}~ {:17)

und

Damit gelten

1%}

und

ﬂ@:{z]yygze}:{z]w}.
Da jede Menge die charakterisierende Eigenschaft w erfiillt, ist {z | w} die Menge aller
Mengen, die nicht definiert ist.
3.3 (U.15) UPot({1,2}) = {1,2} und NPot({1,2}) = @. Allgemein gelten |JPot(z) = =
und N Pot(z) = @.
3.3 (U.17)

GEGEBEN: A
wobei wobei A eine Menge ist
GESUCHT: Bj, B,
sodass By und By, Mengen sind, und es gilt By = A\ By A | Y pep, © — Y wen, &| =

min (rys) ’ Z:EET T — Z:JcES 'T|
s=A\r
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3.4 Mengenbildung: Tupel

3.4 (U.1)

(a) falsch

(b) falsch

(c) wahr
3.4 (U.3) Es gelten

Pot({a} x {b}) = Pot({(a,b)} = {2, {(a,0)}}

und

Pot({a} x {0}) = {2, {a}} x {2, {b}} =

{(2,2),(2,{b}), ({a},9), {a}, {b})},

Pot(z x y) = Pot(x) x Pot(y) gilt also nicht immer. Es gilt sogar nie, da Pot(x x y) eine
Menge von Teilmengen ist, und Pot(z) x Pot(y) eine Menge von Paaren.

3.5 Pradikate als Mengen

3.5 (U.1) Alle angegebenen Mengen sind Relationen auf {1,2} x {3,4}.
3.5 (U.3)

30 e
15 e
10 o (Man beachte die verzerrten Achsen)
(a) 6 .
5 °
3 °
2 o
1 °
1235 6101530
4 e
3 .
2 °
(b) 1 .
1234

(c) Die teilt-Relation ist in Beispiel 3.17 visualisiert.
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(d)

= N Wk OOy N

[
[
[
[
[
[
[
[
1

3.5 (U.5)

(b) {z [ (2,5) € R} = {5} und {y | P(3,y)} = {1,2}
3.5 (U.7)
(a) reflexiv, transitiv, antisymmetrisch
(b) symmetrisch, irreflexiv
(c) (keine der Eigenschaften ist erfiillt)
(d) antisymmetrisch
(e) irreflexiv, asymmetrisch, antisymmetrisch
(f) symmetrisch, transitiv, irreflexiv, asymmetrisch, antisymmetrisch

3.5 (U.9) Wir beweisen fiir beliebig aber fixe Relation R auf einer Menge M die Aussage
sasymmetrisch(R) = antisymmetrisch(R).*

wir wissen Y (z,y) € R= (y,2) ¢ R
z,yeM
zu zeigen v, ((x,y) € RA(y,x) GR) =>r=y
z,yeM

Seien z, y beliebig aber fix, und wir zerlegen diesmal nicht die Implikation in der zu zeigen-
Zeile:

wir wissen Y (z,y) € R= (y,2) ¢ R
z,yeM

2u zeigen ((an,y) €ERA(y,x) € R) =>r=y
Wir machen eine Fallunterscheidung:

Fall 1: (z,y) € R. Mit modus ponens folgt aus der wir wissen-Zeile, dass (y,z) ¢ R
gilt. Somit ist die linke Seite der Implikation falsch, und die gesamte zu zeigende
Implikation wahr.

10
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Fall 2: (z,y) ¢ R. Dann ist die linke Seite der Implikation falsch, und die gesamte zu
zeigende Implikation wahr.

3.5 (U.11) Wir beweisen fiir beliebig aber fixe Relation R auf einer Menge M die Aussage
wasymmetrisch(R) = irreflexiv(R)."

wir wissen YV (v,y) €eR= (y,2) ¢ R

z,yeM

2u zeigen YV (z,2) ¢ R
M

xe
Sei x beliebig aber fix. Die Aussage in der wir wissen-Zeile gilt fir alle Variablenbelegungen,
wir wahlen fiir beide Variablen die Belegung mit dem beliebig aber fixen Wert x aus der
zu zeigen-Zeile:

wir wissen (x,z) e R= (z,z) ¢ R
zu zeigen (x,z) ¢ R
Wir machen einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass (z,x) € R gilt. Mit modus

ponens erhalten wir aus der wir wissen-Zeile dann (z, z) ¢ R, einen Widerspruch. Deswegen
gilt (z,x) ¢ R.

3.6 Aquivalenzrelationen und Ordnungen

3.6 (U.1)
GEGEBEN: z,y
wobei wobei x,y € Z ANy # 0
GESUCHT: ¢,r
sodass ¢, € Z N 0 < |r| <|y| A sgn(r) =sgn(y)
(fiir Variante 1, oder)
sgn(r) = sgn(x) (fiir Variante 2)

3.6 (U.3) Rs ={(1,6),(—3,2),(—41,19),(3,8), (14,39),... }.

[0]={...,—10,-5,0,5,10,...}

M) ={..,—9,-4,1,6,11,...}

21 ={..,-8-3,2712,...}

3] =1{...,-7,-2,3,8,13,...}
5] =g = {..,—6,-1,4,9,14,...}
3.6 (U.5) Zu zeigen ist

wir wissen [z] # [y]
2u zeigen ] N[y] = @

Einsetzen in die Definitionen von Aquivalenzklassen, Mengengleichheit bzw. Mengendurch-
schnitt liefert

WIT WISSEN E| Sss~xTAN ﬂ(S ~ ?J)

Zu zeigen —Jzz~axAz~y

11
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(wobei die wir wissen-Zeile auch als s s ~ y A =(s ~ ) formuliert werden kénnte). Wir
formulieren einen Widerspruchsbeweis, nehmen also an, dass ein solches z existiert:

wir wissen dss~zA=(s~y)

WIT WISSEN, E'ZZNI/\ZNy
Wegen der Transitivitit einer Aquivalenzrelation gelten dann z ~ s und auch s ~ y, was
ein Widerspruch zu —(s ~ y) ist.
3.6 (U7) Zur leichteren Lesbarkeit werden in folgendem Diagramm alle Selbstpfeile weg-
gelassen:

3.6 (U.9) Die teilt-Relation auf N ist reflexiv, da jede natiirliche Zahl das einfache Viel-
fache von sich selbst ist. Ebenso ist teilt transitiv: Falls x|y und y| z gilt, dann ist y das
a-fache Vielfache von x, und z das S-fache Vielfache von y. Somit ist z das « - S-fache
Vielfache von z. teilt ist auch antisymmetrisch: Aus x| y und y | z folgt, dass x das einfache
Vielfache von y (und umgekehrt) sein muss, also x = y gelten muss. Somit ist teilt eine
Ordnungsrelation. Wie die Belegungen = <— 2 und y < 3 zeigen, gilt aber nicht immer
(x|y V y|x). Die teilt-Relation ist somit keine lineare Ordnungsrelation.

Auf Z folgt allerdings aus (z |y A y|z) nicht notwendigerweise x = y, wie die Belegun-
gen x < 2 und y < —2 zeigen. Auf Z ist teilt somit keine Ordnungsrelation.

3.7 Funktionen als Mengen

3.7 (U.1)
(a) keine Funktion
(b) partielle Funktion
(c) keine Funktion
(d) totale Funktion

3.7 (U.3) Es gibt 22 totale Funktionen von {1, 2} nach {3, 4}. Allgemein gibt es m" totale
Funktion von einer Menge mit n Elementen in eine Menge mit m Elementen.

3.7 (U.5)

(a) F(1) =2, f(2) = 4, f(3) = 8 f(4) = 16.
(b) f(1) =3, f(2) =5, f(3) =7, f(4) = 9.
() F(1) =1, (2) =4, F(3) =9, f(4) = 16

12
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3.7 (U.7)
(a) weder injektiv noch surjektiv, also nicht bijektiv
(b) injektiv, nicht surjektiv, also nicht bijektiv
(c) surjektiv, nicht injektiv, also nicht bijektiv
(d) injektiv und surjektiv, also bijektiv
3.7 (U.9)
(a) total, injektiv, nicht surjektiv, also nicht bijektiv
(b) total, injektiv, nicht surjektiv, also nicht bijektiv
(c) total, injektiv, surjektiv, also bijektiv
(d) total, injektiv, nicht surjektiv, also nicht bijektiv
3.7 (U.11) Fiir eine Menge von Indizes I definieren wir
Z-GUIAi = {a| igj a€ A
3.7 (U.13)
GEGEBEN: «a
wobei wobei a eine endliche Folge ist
GESUCHT: b
sodass b eine endliche Folge ist, und es gilt L(a) = L(b) A

V' by =ar@-im
1<k<L(a)

3.7 (U.15) istPalindrom(a) :& V ax = AL(a)—k+1
1<k<L(a)

3.7 (U.17) istBeschriankt(a) - 9 V |a,| < S
S€ER neN

3.7 (U.19)

GEGEBEN: A
wobei wobei A eine m X n Matrix ist
GESUCHT: =

m
sodass t € R Az = 11;1]%}{”1:21 | Ak |

3.7 (U.21) kgV(m,n) := dasjenige k mit m |k A n|kA
—djj<kAmljAn|j

3.8 Struktur in Mengen

3.8 (U.1) Seien a,b,c € 7 beliebig aber fix; wir zerlegen die Implikation in einen wir
wissen- und einen zu zeigen-Teil:

wir wissen alb Aalc
zu zeigen  a|(b+c)
Einsetzen in die Definition der Teilbarkeit liefert
wir wissen (E|r-a=b)/\<§|s-a:c>

reZz SEZ

2U zeigen Ju-a=b+c¢
ue”zZ

13
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Mit der Variablenbelegung u <— r+ s und Addition der Gleichungen in der wir wissen-Zeile
erhalten wir

wir wissen dd@r+s)-a=b+c
reZscZ

2u zeigen (r+s)-a=b+c,
womit der Beweis abgeschlossen ist.
3.8 (U.3) Zu beweisen sei die Aussage
i __ — (on+l
\v4 23 = 2(3 1)
neNg =0

Induktionsbeginn: Wir beginnen bei n = 0:

1
30:1=§(31—1).

Induktionsannahme: Fir beliebig aber fixes n gelte
i ~ [(an+l
;:0;3 = 2(3 1)

Induktionsschluss: Zu zeigen ist fiir dieses beliebig aber fixe n:
n+1

Y 3= ;(3"+2 ~1)
1=0

wir wissen nizl?ﬂ' = (igl) 4 3t — ;(3n+1 _ 1) 4ot =
i=0 i=0

;(3”+1 —1+42.3") = ;(3-3"+1 ~1) = ;(3”+2 ~1).

Das dies identisch zur zu zeigenden Aussage ist, ist der Beweis abgeschlossen.
3.8 (U.5) Zu beweisen sei die Aussage
V(T =2
neNy =0 i=0
Induktionsbeginn: Wir beginnen bei n = 0:
0*=0=0°

Induktionsannahme: Fir beliebig aber fixes n gelte

(2)1)2:213

Induktionsschluss: Zu zeigen ist fiir dieses beliebig aber fixe n:
n+1 n+1

(;02)2:;:]@3

14
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wir wissen Zz = n(n;l)das ist Beispiel 3.41
i=0
n+1 9 n 9
wir wissen ( 2) = (Zz + (n + 1)) =
i=0 i=0
sz +2(n + 1)(22’) +(n+1)* =
1=0 =0

if’) +nn+1%+ (n+1)2 =

n n+1

(213) +(n+Dn+1)?%= Zoz?’

Das dies identisch zur zu zeigenden Aussage ist, ist der Beweis abgeschlossen.

3.8 (U.7) Zu beweisen sei die Aussage

\V/ 3)4n® —n

neN
Induktionsbeginn: Wir beginnen bei n = 1:
3)4-1° —1.
Induktionsannahme: Fir beliebig aber fixes n gelte
3)4n® —n.
Induktionsschluss: Zu zeigen ist fiir dieses beliebig aber fixe n:
34(n+1)* — (n+1).
2u zeigen 34n+1)* - (n+1)
zu zeigen  3[4(n®+3n*+3n+1)—n—1
zu zeigen 3|4n® +12n* + 11n + 3

2u zeigen 3| 4n® —n+3(4n® +4n + 1)
—_———
wir wissen 3|4n* —n wegen Induktionsannahme
wir wissen 3|3(4n® 4+ 4n + 1) da Vielfaches von 3
wir wissen \4 (a|b/\a|c):>a|(b+c)
a,b,ceZ

Damit folgt
wir wissen 3| 4n® —n+3(4n* +4n + 1),
—_———

womit der Beweis abgeschlossen ist.

3.8 (U.9) Zu beweisen sei die Aussage

\v/ n! > 2",

neN
n>4

Induktionsbeginn: Wir beginnen bei n = 4:
41 =24 > 2" =16.
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3 Mengen als Bausteine der Mathematik

Induktionsannahme: Fir beliebig aber fixes n > 4 gelte
n!>2".
Induktionsschluss: Zu zeigen ist fiir dieses beliebig aber fixe n:
(n+1)! > 2"+
wir wissen.  (n+1)!=(n+1n! > (n4+1)2" > 2.2" =27,
Mit der Transitivitdt von > ist dies identisch zur zu zeigenden Aussage, womit der Beweis
abgeschlossen ist.

3.8 (U.11) Zu beweisen sei die Aussage, dass jedes Schachbrett der GréBe 27 x 27 mit
genau einem fehlenden Feld von Trominos iiberdeckt werden kann.

Induktionsbeginn: Wir beginnen bei n = 1. Das Schachbrett hat die Grole 2 x 2, und fiir
jedes der vier fehlenden Felder kann ein Tromino so rotiert werden, dass genau dieses Feld
frei bleibt.

Induktionsannahme: Fir beliebig aber fixes n kann jedes Schachbrett der Grofie 2™ x 27
mit genau einem fehlenden Feld von Trominos iiberdeckt werden.

Induktionsschluss: Zu zeigen ist flir dieses beliebig aber fixe n, dass jedes Schachbrett der
GroBe 27! x 2"+ mit genau einem fehlenden Feld von Trominos iiberdeckt werden kann.
Das Feld der Grofie 271 x 271 ist in jeder Richtung doppelt so grof wie das Feld, fiir das die
Induktionsannahme gilt (also insgesamt viermal so grof). In einem der vier 2" x 2" Felder
befindet sich das Loch; dieser 2" x 2"-Teil kann laut Induktionsannahme von Trominos
iiberdeckt werden. In jedes der anderen drei 2" x 2™-Teile machen wir genau dort ein Loch,
wo sich die vier 2" x 2"-Teile beriihren (also in der Mitte des ganzen 2"+ x 2"l Feldes).
Somit ist die Induktionsannahme auf alle vier 2" x 2"-Teile. Durch die spezielle Anordnung
der neu gemachten drei Locher konnen diese mit einem Tromino iiberdeckt werden, womit
der Induktionsschluss bewiesen ist.

3.8 (U.13)
0 falls T = e

internals(T) := {1 ¢ internals(7}) + internals(73) falls T = /\
T
3.8 (U.15) Beispiele lassen vermuten, dass die Zahl i(T") der inneren Knoten eines Bi-
nidrbaums 7" immer um eins weniger ist als die Zahl b(T") der Blatter dieses Baums, also
i(T) +1 = b(T). Wir beweisen diese Vermutung mit struktureller Induktion, bendtigen

dazu aber die Losung von Ubungsaufgabe 3.8 (U.14). Wir schreiben b statt leaves fiir die
Anzahl der Blétter:

1 falls T =

O(T) = Y b(Ty) + b(Ty) falls T = /\
T Ty

Induktionsbeginn: i(*) +1=0+1="b(*)

Induktionsannahme: Fir beliebig aber fixen Bindrbaume T; und T; gelten i(T7)+1 = b(Ty)
und Z(Tg) + 1= b(TQ)
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3 Mengen als Bausteine der Mathematik

Induktionsschluss: Zu zeigen ist fiir diese beliebig aber fixen Bindrbaume T7 und 75, dass

i( /\ )+ 1=10( /\ ) ist.

T T

wir wissen i( /\ ) =1+1(T1) +i(T3)
Ty T

wir wissen  b( /\ ) =0(T1) + b(T7)
Ty T

Mit der Induktionsannahme gilt

wir wissen i /\ ) =14 (b(T1) — 1)+ (b(T2) — 1)

Ty 1y

T3
woraus sofort die zu zeigende Aussage folgt.

3.8 (U.17) Wir definieren fiir Zeichenketten o und 3 die Konkatenation a o 3 rekursiv
als
16 falls « = ¢

aof =
{x-(yoﬁ) falls a =z - v
3.8 (U.19) Wir benétigen dazu die Definition der Funktion length von Zeichenketten:
0 falls o = ¢

length(«) :=

gth(a) {1 + length(y) fallsa=x-~

Sei 3 eine beliebig aber fixe Zeichenkette. Wir beweisen length(a o 5) = length(a) +
length(f) durch strukturelle Induktion tiber «:

Induktionsbeginn: Fir a = € ist zu zeigen:
length(e o ) = length(e) + length(/5).
Dies gilt wegen ¢ o 5 = (3 und length(e) = 0.

Induktionsannahme: Fir beliebig aber fixes « gilt length(a o 3) = length(«) + length(/3).

Induktionsschluss: Zu zeigen ist fiir dieses beliebig aber fixe «, dass die Aussage auch fir
x -« gilt:
zu zeigen length((x - @) o ) = length(z - @) + length(p)
wir wissen length((z - ) o 8) = length(z - (a0 3))
= 1+ length(a o 3)
=1+ length(a) + length(5)
= length(z - a) + length(p3).

3.9 Endliche und unendliche Mengen

3.9 (U.1) Eine mogliche Funktion ist die logistische Funktion
flx) =1/(1+e7).
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3 Mengen als Bausteine der Mathematik

3.9 (U.3) Seien f: N — A und g : N — B die beiden Bijektionen, deren Existenz durch
die Abzéhlbarkeit der Mengen A und B gegeben sind. Dann ist eine mogliche Bijektion
h:N — AU B gegeben durch

h(n) f((n+1)/2) falls n ungerade ist
n) =
g(n/2) falls n gerade ist

Die Funktion h zahlt somit alternierend Elemente von A und B durch (in der Reihenfolge,
die durch f und g vorgegeben ist), beginnend mit dem ersten Element von A.

3.9 (U5) Jeder unendlichen Folge dydsds ... von Nullen und Einsen entspricht eindeutig
eine Binarzahl 0.d;dsds . .., und jede solche Binérzahl ist die Binardarstellung genau einer
reellen Zahl im offenen Einheitsintervall. Fiir einen echten Beweis miisste man noch darauf
eingehen, dass diese Darstellung nicht eindeutig ist, dazu fehlen uns aber die Mittel. Als
Beispiel gilt im Bindrformat etwa 0.01111111111...= 0.100000. . .; im Dezimalformat etwa
0.499999999. . . = 0.5000.. ..

3.9 (U.7) Mit Ubungsaufgabe 3.9 (U.6) ist Pot(N) gleichméchtig mit allen unendlichen
0-1 Folgen, mit Ubungsaufgabe 3.9 (U.5) sind die unendlichen 0-1 Folgen gleichmichtig
mit dem offenen Einheitsintervall, und mit Ubungsaufgabe 3.9 (U.1) ist das offene Ein-
heitsintervall gleichméachtig mit ganz R. Da die Relation gleichmdchtig transitiv ist — siehe
Ubungsaufgabe 3.9 (U.9) — ist damit Pot(N) gleichméchtig mit R.

3.9 (U.9) Zwei Mengen A und B sind gleichméichtig, wenn es eine bijektive Funktion
f A — B gibt. Die Identitdtsfunktion ist eine solche Bijektion, deswegen ist jede Menge
gleichméchtig zu sich selbst, und gleichmdchtig ist reflexiv. Da f bijektiv ist, ist auch f=!:
B — A eine Bijektion. Somit ist gleichmdchtig auch symmetrisch. Wenn es Bijektionen
f:A— Bund g: B — C gibt, dann ist auch go f : A — C eine Bijektion; somit ist
gleichmdchtig auch transitiv.
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4 Mengen + Operationen = Algebraische
Strukturen

4.1 Gruppen

4.1 (U.1)
(a) {(2:3).(2,4).(3,3). (3.4). (4.2), (4.3)]
(b) {(1,2),(2,2),(3,2), (4, 1)}

4.1 (0.3)

(a) Beispiele fur Assoziativitat sind etwa
(aob)oc=doc=d;ao(boc)=aob=d
(dod)oa=aoca=c;do(doa)=dob=c
(boc)od=bod=c;bo(cod)=bod=c

Die Verkniipfungstabelle ist kommutativ, da sie symmetrisch um die Diagonale ist. Das

neutrale Element ist ¢, und die Inversen sind a™' =a, b =d, ¢ =cund d~! = b.

(b) Diese Verkniipfungstabelle ist nicht assoziativ, wie dieses Gegenbeispiel zeigt:
(aob)oc=boc=d;ao(boc)=aod=c.

Die Verkniipfungstabelle ist kommutativ, da sie symmetrisch um die Diagonale ist. Es
gibt kein neutrales Element, und damit auch keine Inversen.

(c) Beispiele fiir Assoziativitat sind etwa
(aob)oc=coc=a;ao(boc)=aob=c
(cobjoc=boc=b;co(boc)=cob=0b
(aoc)ob=aob=c;ao(cob)=aob=c

Die Verkniipfungstabelle ist kommutativ, da sie symmetrisch um die Diagonale ist. Das

neutrale Element ist ¢, und die Inversen sind a™* =b, b™' =aund ¢! =c.

4.1 (U.5)
Induktionsbeginn: (a*)™' =a™' = (a™!)!
Induktionsannahme: Fir beliebig aber fixes n gilt (a™)™! = (a7 1)
Induktionsschluss: Zu zeigen ist fiir dieses beliebig aber fixe n, dass (a"™!)™! = (¢=1)"*!
gilt. Wir verwenden in der folgenden Umformung, dass (aob)™' =b"!toa ! gilt:
wir wissen  (a"T) P =(a"oa) ' =ato(a") ' =ato(a )"

= (@),
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4.1 (U.7)
(a) kommutativ, assoziativ, neutrales Element (0), nicht alle inversen Elemente (die Zahl
1 besitzt keines)
(b) nicht kommutativ, nicht assoziativ, kein neutrales Element, und daher auch keine
inversen Elemente
(c) kommutativ, assoziativ, kein neutrales Element (1/5 ¢ Z), daher auch keine inversen
Elemente
(d) nicht kommutativ, nicht assoziativ, kein neutrales Element, und daher auch keine
inversen Elemente

4.1 (U.9) [Pot(M),N]ist kommutativ, assoziativ, besitzt ein neutrales Element (M selbst),
aber keine inversen Elemente. Ebenso ist [Pot(M), U] kommutativ, assoziativ, besitzt ein
neutrales Element (die leere Menge), aber keine inversen Elemente.

4.1 (U.11) Da die Hintereinanderausfithrung von Funktionen assoziativ ist, ist es auch
die Symmetriegruppe des Quadrats. Diese Gruppe ist nicht kommutativ, das neutrale
Element ist die Identitatsfunktion id, und die Inversen sind wie folgt: id™ = id, rgg- = ra70,
rl_glo = 7180, 7"2_7% = Tg0, s,:l = Sp, s;l = Sy, 3511 = S41, 3321 = 542.

4.1 (U.13)
(a) = =[1]s
(b) z = [5]-

4.1 (U.15)
(a) ja
(b) nein
(c) ja
(d) ja

4.2 Isomorphismen

4.2 (U.1) Jede Gruppe/jeder Graph ist isomorph zu sich selbst (die in der Definition
geforderte Bijektion ist die Identitatsfunktion), daher ist die Relation istIsomorphZu re-
flexiv. Ebenso ist sie assoziativ: Wenn eine Struktur G isomorph zu G, ist, so existiert
eine strukturerhaltende Bijektion f zwischen Gy und Gs, und damit natiirlich auch eine
Bijektion von Gy zu G (ndmlich f~'). Die Relation istIsomorphZu ist auch transitiv: Zu
strukturerhaltenden Bijektionen f : G; — G5 und g : G2 — Gj existiert go f : Gy — G3,
die wiederum eine Bijektion ist.

Die Eigenschaft der Strukturerhaltung muss separat fiir Graphen und Gruppen iiber-
priift werden; hier nur fiir Graphen. Wir beweisen im Folgenden

(isomorph([Va, Ex], [Va, Ea]) A isomorph([Va, By, [Va, Es)))
= isomorph([Va, E1], Vs, Fs])
Zerlegen der Implikation liefert
wir wissen  isomorph([Vi, E1], [Va, Es]) A isomorph([Va, Es], [V3, Es3])
2u zeigen isomorph([Vy, E1], [Vs, E3))
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Einsetzen in die Definition des Graphenisomorphmus liefert

wir wissen - Y (v,w) € By & (f(v), f(w)) € B,
FViosVe vweVy
wir wissen 4 VYV (a,b) € By < (g9(a),g(b) € Es

g:Vo—V3 a,beVs

zu zeigen - Y (v,w) € Ey < (h(a),h(D)) € Es

h:V1—V3 v,weVy
Die zweite wir wissen-Zeile gilt fiir alle (a, b) € E,, deswegen auch speziell fiir (f(v), f(w))
aus der ersten wir wissen-Zeile:

wir wissen - Y (v,w) € By & (f(v), f(w)) € B,

fVi—=Va vweVy

wir wissen = Vo (f), f(w)) € Bz & (9(f(v), 9(f(w))) € By

g:Vo—V3 f(v),f(w)eVs
Daraus folgt

wir wissen - Y (v,w) € B < (9(f(v), 9(f(w)) € E3

gof:V1—=V3 v,wel
Das in der zu zeigen-Zeile gesuchte h ist somit g o f. Der Beweis fiir die Transitivitat der
Isomorphismus-Beziehung fiir Gruppen ist ahnlich.
4.2 (U.3) Die Gradsequenz des ersten, dritten und vierten Graphen ist

((0,1),(1,1),(1,2),(2,1), (2, 1)),

diese sind somit moglicherweise isomorph. Der zweite Graph besitzt als einziger einen Pfeil
in beide Richtungen, und kann somit nicht isomorph zu einem der anderen Graphen sein.
Der erste und dritte Graph sind iiber die Zuordnung 1 — 4,2 — 3, 3 — 5, 4 — 2 und
5 — 1 isomorph. Der erste und vierte (und somit auch der dritte und vierte) sind nicht
isomorph, da keine der moglichen Bijektionen zwischen den Knoten auch die Kanten erhalt.
4.2 (U.5)

ojla b cd ogle fgh
alabcd 7efgh
[Gi,01]= blbadc [Ga,00] = [f|f hegy
clcdabd glgeh f
did cba hih g f e

Diese beiden Gruppen sind nicht isomorph, da in [G1, o1] jedes Element zu sich selbst invers
ist, in [G, 09] aber nur e und h.

4.2 (U.7)
(Z4, +] [Z5\{[0]5},"]
+ [[0]s [1]s [2]s [34 o |[1s [2]s [3]5 [4]s
(04 [0]s [1]s [2]a [3]a (5|15 [2]5 [3]5 [4]5
(1| [1]s [2]s [3]a [0]s 2]5][2]s [4]5 [1]5 [3]s
24 [2]a [3]s [0]s [1]s 35| 3]s [1]5 [4]s [2]s5
[3]4][3]a [O]s [1]a [2]s [4]5][4]s [3]5 [2]5 [1]5
Die gesuchte Bijektion ist [0]y — [1]5, [1]a = [2]5, [2]4 — [4]5, [3]a — [3]5

2u zeigen fl@)™ = fla™)
wir wissen f(ao; a_l) = f(a) oq (a_l)
wir wissen flaora™) = f(er) = ez = f(a) os fla)™"

wir wissen f(a)oy fla™) = f(a) oy fa)™,

woraus die zu zeigende Aussage folgt.
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4.3 Ringe und Korper

4.3 (U.1) [Pot(M), A] ist kommutativ, assoziativ, besitzt ein neutrales Element (die leere
Menge) sowie alle inversen Elemente (A~ = A). Somit ist [Pot(M), A] eine kommutative
Gruppe. Weiters ist [Pot(M ), N| assoziativ, kommutativ,besitzt ein neutrales Element (die
Menge M), und es gilt

AN(BAC)=(ANB) A (ANC),
wovon man sich mit einem Venn-Diagramm iiberzeugen kann. Da N kommutativ ist, muss
man die zweite Distributivitatsbedingung nicht mehr tiberpriifen.

4.3 (U.3) Die algebraische Struktur [{z + /2y | 2,y € Z}, +] ist kommutativ wegen
(214 V2y1) + (22 + V202) = (22 + V202) + (11 + V2u1),
assoziativ wegen
(($1 + \/591) + (29 + \/§y2)) + (25 + \/§y3) =
(w1 + vV2y1) + (22 + V202) + (33 + V203)),
besitzt das neutrale Element 0 + /2 0. Fiir die inversen Elemente gilt
—(+V2y) = -z — V2.
Weiters ist [{z + /2y | 2,y € Z}, ] kommutativ wegen
(21 + V2u1) - (22 + V20) = (22 + V202) - (11 4+ V21),
assoziativ wegen
((!E1 +V2y1) - (22 + \/592)) (z3+ V2y3) =
(21 +V2y) - ((332 +V2y2) - (w5 + \/§y3)>
und besitzt das neutrale Element 1 4 v/20. Fiir die Distributivitit muss gelten
(1 + V2y) - ((552 +V2y5) + (a3 + \/593)) =
(21 +vV241) - (22 + V202)) + (01 + V201) - (23 + V203)).

Dies kann man durch Ausmultiplizieren nachpriifen, oder iiber einen Verweis auf die Dis-
tributivitat der Multiplikation iiber die Addition in den reellen Zahlen argumentieren.

4.3 (U.5)
(a) = =[3]s
(b) = =[3l-

4.4 Komplexe Zahlen

4.4 (U.1) Fiir die komponentenweise definierte Addition + und Multiplikation - bildet
[R?, +] eine kommutative Gruppe. Die Struktur [R?, ] ist kommutativ, assoziativ, und
besitzt das neutrale Element (1, 1). Fiir einen Korper darf aber das einzige Element ohne
multiplikatives Inverses das neutrale Element der Addition sein, also (0,0). Da aber die
inversen Elemente iiber
(11
(.’B ) y) - (.’L" y)

gebildet werden miissen, gibt es auch fir (3,0) oder (0, —7) keine multiplikativen Inversen.
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4.4 (U.3) Fiir das neutrale Element e; +i e, muss fiir alle komplexen Zahlen a+i b gelten:
(@+1ib)-(ex+iey) = (a+1ib).
Ausmultiplizieren der linken Seite liefert die Gleichung
(ae; +ibe; +iaey +i%bey) =a+ib
und daraus
ae; — beg + i (bey + aey) = a +1ib.

Da zwei komplexe Zahlen gleich sind, wenn ihre Real- und Imaginarteile gleich sind, erhal-
ten wir daraus die zwei Gleichungen

ae; —bey = a

bei + aey = b.
Addieren der b-fachen ersten zur a-fachen zweiten Gleichung liefert

e1(a® +b*) = a* + %,

woraus e; = 1 und in weiterer Folge auch e, = 0 folgen.

4.4 (U.5)

(a+ib)(a—ib) (a2 +iba—iab+i2b?) (a? — b?)
4.4 (U.7) Zu zeigen ist

(c+id)(a—ib)  (c+id)(a—1ib) _(c—i—id)(a—ib)‘

(rl(cos 1 + 1 sin g01)> : (rg(cos g + 1 sin gpg)) =
rira(cos(p1 + ¢2) + 1 sin(pr + ¢2)) -
Termumformung der linken Seite liefert
(rl(cos o1+ 1 sin @2)> . (rg(cos V9 + i sin @2)) =

179 ( COS (1 COS (g — SiN 1 SN Yy + 1 (COS 1 Sin Ys + sin g cos gpz))
Die zu zeigende Gleichung folgt dann durch Anwenden folgender trigonometrischer Iden-
titaten:

wir wissen sin 6 cos ¢ + cos B sin ¢ = sin (6 + )
wir wissen cos f cos p — sin @ sin p = cos (0 + ¢).
4.4 (0.9)

{4, 27T] = 4 cos (257T> + 24 sin (57T> = 1.236 — 3.804: .

) {5,—2] :5cos< )—1—258111( 76T> =433 —2.51.
4.4 (U.11)

1 35

(a) = = g2, 5 |

_[o 3Tm
(b) 2= [2, %]

4.4 (0U.13)
(a) Einsetzen in die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (gilt auch fiir komplexe
Koefhizienten!) liefert
1

21:;(—3+\/9+4@‘), z2:§<—3—\/9—|—4i>.

Umwandeln von 9 + 47 in Polarkoordinaten und anschliefendes Wurzelziehen liefert
V9 +41=3.069 4+ 0.651 7, und damit die Losungen
z1 = 0.0354+0.326%, 29 = —3.035—0.3267.
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(b) Einsetzen in die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen liefert
1 1
21:§<—3+i+\/—8+2i), zgzi(—3+i—\/—8+2i),
mit /—8 + 27 = 0.35 4+ 2.85¢ erhélt man
z1=—132+1.925¢, 29=—-1.675—0.9254.

4.5 Polynome

4.5 (U.1)

(@) P=(z+1)-Q—Tx—3

(b) P=(24+32—-3)-Q+4x
4.5 (U.3) Dividieren von P(x) durch (z — 1
Nullstellen & = —% + \/T:T? und &5 = —% —
4.5 (U.5) Wenn & = i eine Nullstelle einer reellen Polynomfunktion ist, dann ist auch
&3 = —i eine Nullstelle, und P(z) kann ohne Rest durch (z —i)(z+1) = (22 + 1) und auch,
wie angegeben durch (z — 2) dividiert werden. Dies liefert 2 — 2x — 3 mit den weiteren
Nullstellen & = 3 und & = —1.

(x — 2)(z + 3) liefert 22 + 3z — 7 mit den

Noleo
~J|~—
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5 Lineare Algebra

5.1 Vektorraume

5.1 (U.1) 3v=(-3,6,0,-6), —2v + 3w = (8, —1,-9,7)
5.1 (U.3) 0v+ 0w = (0,0), lv + 0w = (—2,3), 2v — 3w = (—10,3), —v + 2w = (6, —1)
5.1 (U.5) Zu zeigen ist fiir eine lineare Hiille L:

Y u+wel

u,weL

Y el

uEL,AER
Seien also u, w, A beliebig aber fix; mit der Definition der linearen Hiille L(vy, ..., v,) einer
Menge von Vektoren vy, ..., v, erhalten wir nach Auflésen der Implikationen in den zu
zeigenden Aussagen:

wir wissen L(vy,...,v,) = {)\1111 + A | A€ R}

wWir WiSSEn, u,w e L
wir wissen AeR
2u zeigen u+w e L
2u zeigen Au € L
Wir verwenden die charakterisierende Eigenschaft einer linearen Hiille und schreiben um:
WIT WISSEN 94 u= v + ..oy,
Q1,...,0n
wir wissen 9 w=p8uv+... 6,
B1s--,Bn
wir wissen AeR
2U zeigen 4 u+w= Y1V + - - YnUn
Y1y Y
2u zeigen 5 36 AU = 0101 +...0,0,
15--490n

Addieren der ersten beiden wir wissen-Zeilen, sowie Multiplikation der ersten Zeile mit A
liefert

wir wissen 4 3 utw= (g +B)vi+... (an+ Br)vn
al""’an517~"’ﬁn
wWITr Wissen 9 = v + .. dap,
Aly..,Qn
2U zeigen 3 utw= Y1U1 + .o YnUn
Y1s5--5Un
2u zeigen 9 \u=dv,+...0,0,
517"-7677,
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Aus diesen Umformungen kann man erkennen, dass die in den zu zeigen-Zeilen geforderten
skalaren Faktoren gegeben sind durch v; = «; + 5; sowie §; = Aay;.

5.1 (U.7)
(a) Zu zeigen ist, dass die Menge

v={(;) e | ~s04y=0)

einen Unterraum bildet. Seien dazu also v = (v1,v2) und w = (wy, wy) beliebig aber fixe
Vektoren in U; das bedeutet, dass sie die charakterisierende Eigenschaft von U erfiillen:
wir wissen —3v1+v3=0
WIT Wissen — 3w +wy =0
Zu zeigen ist, dass dann ihre Summe v+ w bzw. skalares Vielfaches A\v wieder in U liegt.
Mit beliebig aber fixem A € R erhalten wir
zu zeigen —3(v1 +wy) + (va +wy) =0
2u zeigen —3(A\v1) + Ave =0
Die erste zu zeigen-Zeile erhalten wir durch Addition der beiden wir wissen-Zeilen; die

zweite zu zeigen-Zeile erhalten wir durch Multiplikation der ersten wir wissen-Zeile mit
A
(b) Zu zeigen ist, dass die Menge

-1 2

V={x{ 0 |+u|1 ‘AMGR}

2 -1
einen Unterraum bildet. Seien dazu also u und w beliebig aber fixe Vektoren in V'; das
bedeutet, dass sie die charakterisierende Eigenschaft von V' erfiillen:

-1 2

wir wissen Ju=al 0 |+5]| 1
a,BeER 2 1

-1 2

wir wissen Jw=~[0]+6|1
~v,0€R 2 1

Wir argumentieren nun wie in Teil (a): Zu zeigen ist, dass dann ihre Summe u + w bzw.
skalares Vielfaches Au wieder in V' liegt. Mit beliebig aber fixem A € R erhalten wir

-1 2
zZu zeigen Jut+w=p|l 0| +v]|1
w,vER
2 -1
-1 2
2u zetgen =70 |+p|1
T,pER ) 1

Wir addieren die wir wissen-Zeilen, bzw. Multiplizieren die erste Zeile mit A:

wir wissen J4 utw=(a+7) + (B+9)
a,B3,7,0€R 1
— 2
wir wissen, 3 \u= Xl 0 +A01 1
a,BER 9 1
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5 Lineare Algebra

Wir erkennen, dass mit den Belegungen p <— (a+7), v < (6+0), 7 < A und p < A\
die wir wissen- und zu zeigen-Zeilen identisch gemacht werden konnen.
5.1 (U.9)
(a) linear unabhangig
(b) linear abhéngig
(c) linear unabhéingig
(d) linear abhéngig (der dritte Vektor ist (—2)mal der erste plus dreimal der zweite)

5.1 (U.11) Das Polynom z? ist kein lineares Vielfaches von z + 1, somit sind diese beiden
Polynome linear unabhéingig. Wir rechnen nach, dass 22 — x nicht in der linearen Hiille
der ersten beiden Polynome liegt, alle drei also linear unabhéngig sind. Wir nehmen dazu
an, das sie linear abhéngig sind, und generieren daraus einen Widerspruch. Wenn die drei
Polynome linear abhangig sind, dann ist der dritte in der lineare Hiille der ersten beiden,
es existieren somit Skalare A\ und p, sodass gilt

M+ p(r+1) =2 —z.
Zwei Polynome sind gleich, wenn alle Koeffizienten gleich sind. Das bedeutet fiir obige
Gleichung:

wir wissen A=1
wir wissen w=—1
wir wissen pw=20

Die letzten beiden Zeilen ergeben den gewiinschten Widerspruch, die drei Vektoren sind
somit linear unabhéngig.

5.1 (U.13) Wir wollen beweisen dass u, u+v und u+v -+w linear unabhéngig sind, wenn
schon u, v und w linear unabhéangig sind. Das bedeutet iiber die Definition der linearen
Unabhingigkeit:

wir wissen V' Mut+dv+Xu=0=X =X =X3=0
A1,A2,A3€ER
2u zeigen Vo mu At pe(u+v) 4+ ps(u+v+w) =0
p1,p2,u3ER

= pi1 = pi2 = pig =0
Seien somit py, 1o, 3 beliebig aber fix; nach Auflésen der Implikation erhalten wir

wir wissen YV Mu+v+du=0=N\=X=X3=0
A1,A2,A3€R

wir wissen pau + po(u+v) + ps(u+v+w) =0
2u zeigen 1 = o = 3 =0
Wir formen die zweite wir wissen-Zeile um und erhalten
wir wissen (1 + po + ps)u + (2 + ps)v + psw = 0
Da die Allaussage

wir wissen V' Mu+v4+du=0=N\=X=X3=0
A1,A2,A3€R

fiir jede Belegung von A;, Ay und A3 wahr ist, ist sie speziell fir \y = puy + po + us,
)\2 = U2 + U3 und )\3 = U3 wahr:

wir wissen (p1 + po + p3)u + (po + p3)v + psw =0
= (1 + po + pi3) = (2 + p3) = pz = 0.
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5 Lineare Algebra

Da wir wissen, dass die linke Seite dieser Implikation wahr ist, konnen wir mit modus
ponens schlussfolgern, dass die rechte Seite gilt:

wir wissen (1 + po + p3) = (o + p3) = pg = 0.
Damit wissen wir, wie gefordert, us = 0, woraus dann sowohl py = 0 und in weiterer Folge
auch pug = 0 folgen.

5.1 (U.15) Wir wissen, dass der Vektorraum V n-dimensional ist, und dass vy, ..., v,
linear unabhéngig sind. Zu zeigen ist, dass sich jeder Vektor in V' als Linearkombination
von vy, ..., v, schreiben lasst:

2u zeigen Y 9 w=MNvy+-+ M\,

WEV A1, An
Sei also w € V beliebig aber fix. Fur einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass es
einen Vektor u gibt, der sich nicht als Linearkombination von vy, ..., v, schreiben lasst.

Damit ist u auch nicht in der linearen Hiille dieser Vektoren, und es gibt n+ 1 linear unab-
héingige Vektoren. Dies ist ein Widerspruch zur Aussage von Ubungsaufgabe 5.1 (U.12),
wonach in einem n-dimensionalen Vektorraum maximal n Vektoren linear unabhéngig sind.

5.1 (U.17) Wir nehmen fiir einen Widerspruchsbeweis an, dass ein Vektor v zwei unter-

schiedliche Koordinaten beziiglich einer Basis bq,...,b, haben kann, es also zwei unter-
schiedliche Méglichkeiten gibt, v als Linearkombination von by, ..., b, zu schreiben:
wWir wissen 4 v=XM\b 4+ -+ \by,
Ay An
wir wissen 4 v= by + -+ + pnby
H1s-eo5M4n
wir wissen 3 o # M
1<k<n
Durch Subtrahieren der beiden ersten Zeilen erhalten wir
wir wissen 4 J 0= — )b+ -+ (A — pn)ba

ALy A AL eeshin
Da die Basisvektoren linear unabhéangig sind, kann jede ihrer Linearkombinationen nur
dann 0 ergeben, wenn alle Koeffizienten null sind. Dies ist im Widerspruch zu unserer
Annahme gy # A\, womit ja zumindest einer der Koeffizienten nicht null wére.

5.2 Lineare Funktionen

5.2 (U.1)
wir wissen Y f(w) = Af(v)

veV,AeR
Speziell fur A = 0 erhalten wir daraus wie gefordert f(0v) = 0f(v), also f(0) = 0.
5.2 (U.3) Fiir eine beliebige Funktion f, definiert als

X1 ain Q1n
flil==| ¢ [+ +am
Tp 1 G
ist zu zeigen, dass sie linear ist, dass also gilt:
Ty Y1 L1 Y1
P+ |) =] | +e
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5 Lineare Algebra

Wir formen im Folgenden die linke Seite zur rechten Seite um:

I U1 ai Q1n
f( B Bl I )Z(I1+y1) Sl (s
Iy Yn am1 Qmn
an Q1n
=T Tt Ty +
am1 Qmn
an Q1n
am1 Amn
T Y1
=fl i ]+f]
Tn Yn
Der Beweis fir die Bedingung f(Av) = Af(v) verlduft analog.

5.2 (U.5)
(a) keine lineare Funktion (wegen +3)
(b) lineare Funktion f: R — R?

o : 4y
(c) keine lineare Funktion (wegen —*)
2 (0.7)

5.
@ 1(%) == (4) == (5) = ()
o (1) = () =2(s) - (3)
©1(1)==r(3) =)= (%)
All diese Berechnungen sind nur moglich, da die Argumente von f Vielfache des Vektors

<_21> sind. Dies ist beim Vektor (;) nicht der Fall, sodass die zur Berechnung von f (;)

notigen Informationen fehlen.

5.2 (U.9)
@ 1) = (375
o o] - ()

5.2 (U.11)
(a) ja (lasst sich iiber einen Widerspruchsbeweis argumentieren)

(b) nein, 2.B. (é) _ G) ; ((f) _ @
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5 Lineare Algebra

5.3 Matrizendarstellung linearer Funktionen

5.3 (U.1) Die Definition der Matrizenmultiplikation fiir zwei n x n-Matrizen A und B
lautet

(A . B)U = Z aikbkj.
k=1
Angewandt auf die Einheitsmatrix I,, erhalten wir

(A-1)ij = > aw(Dn)ks-
k=1

Da die Einheitsmatrix definiert ist als

1 fallsk=y
(Ln)ij =

0 sonst,

ist in der Summe »}_; a;x(1,,)r; immer nur ein Eintrag ungleich null: derjenige, bei dem
k = 7 ist. In der Summe bleibt dann nur mehr a;;, fir & = j, also a;; iibrig. Wir erhalten
somit

(A~ 1)y = ai;
jeder Eintrag des Produkts A - I,, ist somit, wie gefordert, identisch zum entsprechenden
Eintrag in A.
5.3 (U.3) Einfach iiber die Einsetzen in die Definition der Matrizenmultiplikation. Es gilt

n
(A B)y =) _ anby,
somit ist fiir eine m x n-Matrix A das Produktkmlit einem n x 1-Spaltenvektor der folgende
m X 1-Spaltenvektor:
T n T n
(A 2 D)= aw| : =Y apnw.
%, k=1 ), k=1
Dies ist, in Summennotation, die Aussage des zu beweisenden Satzes 5.4.
5.3 (U.5) Zu zeigen ist somit, dass die Summe zweier symmetrischer Matrizen wieder
symmetrisch ist, und das Produkt eines Skalars mit einer symmetrischen Matrix wieder
symmetrisch ist. Fiir zwei symmetrische n x n-Matrizen A und B gilt
(A+ B);; = Aij + Byj,
zu zeigen ist, dass (A + B);; = (A + B)j; ist. Wir wissen wegen der Symmetrieeigenschaft
von A und B
(A+B)y = Aij+ Bij = Aji + Bji = (A+ B)j;.
Der Beweis, dass AA dann auch wieder symmetrisch ist verlauft analog: Zu zeigen ist
(AA);; = (M) ;. Wir wissen
x

5.3 (U.7) Berechnen von f(g y)) durch Einsetzen in die Definition liefert

x\, [ 3z+6y
f(g <y>> - (_41, _ 5y> .
Die Matrizenreprasentation dieser linearen Funktion ist identisch zum Produkt der Matri-
zenreprasentationen von f und g:

(2 -1 1) _12 _21 _(3 6)
-2 1 0/ ] | —4 =5
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5 Lineare Algebra

5.3 (U.9) Eine Interpretation der Skizze ist die Spiegelung um die y-Achse; dies ergibt

-1
die Matrix 0 (1) . Eine andere Interpretation ist die Rotation um 90° gegen den Uhr-

zeigersinn; dies ergibt die Matrix <§) _01>

5.3 (U.11) Zu zeigen ist, dass es fiir jede lineare Funktion f : R" — R™ eine Matrix A
gibt, sodass gilt
i T

fli]=4
Ty, z,,

Mit den Standardbasisvektoren ey, ..., e, gilt

L1
wir wissen | =xer + -+ Tpen.
Ln
Dann gilt
L1
wir wissen fl | = flrier +- -+ 2pe,)
xn

= x1f<€1) + e+ a:nf(en)

a1 Qin

Am1 Amn
aq1 Q1n T
Am1 Qmn Ln

Somit lésst sich jede lineare Funktion durch eine Matrix darstellen.

5.4 Rang und Determinante einer Matrix

5.4 (U.1) Wir rechnen nach, dass die lineare Hiille zweier Vektoren sich nicht #dndert,
wenn man eine durch eine Kombination der beiden Vektoren ersetzt (« hier beliebig aber
fix):

zu zeigen  L({z,y}) = L({z + ay,y})
Mit der Definition der Mengengleichheit ist somit zu zeigen:

zu zeigen L{z,y}) € L({x + ay,y})

2u zeigen L({zx+ ay,y}) € L({z,y})

Fiir die erste Zeile missen wir somit fiir beliebig aber fixes z € L({z,y}) nachrechnen,
dass auch z € L({z + ay,y}) gilt. Mit der Definition der linearen Hiille erhalten wir somit

wir wissen 4 z=\z+ Aoy
A1,A2€R
2u zeigen d 2= (x4 ay) + oy
pi,u2€R
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5 Lineare Algebra

Nach Umformen der zu zeigen-Zeile in

2u zeigen d 2= ma+ (o + )y
p1,pu2€R

erkennt man, dass fiir die gesuchten Belegungen von p; und po somit gelten muss: p; = Ay,
pic + pio = Ao. Die ist fiir die Belegungen g7 < A; und o < (A2 — A1) gegeben.
Zum Beweis von L({z + ay,y}) € L({x,y}) geht man &hnlich vor:

wir wissen d z= Mz +ay)+ My
A1, 2€R
2u zetgen 3 2= U1 + poy.
p1,p2€R

Auch hier erkennt man wegen A\;(z + ay) + Aoy = Mz + (Ao + A2)y, dass die gesuchten
Variablenbelegungen f1 <— A\; und po < (A + Ag) sind.

Da der Rang einer Matrix die Dimension der linearen Hiille ihrer Spalten bzw. Zeilen
angibt zeigt obiges Argument, dass sich der Rang einer Matrix nicht dndert, wenn zu einer
Zeile bzw. Spalte das Vielfache einer anderen Zeile bzw. Spalte addiert wird. Uber das
Argument mit der linearen Hiille einer Menge von Vektoren (die ja keine Reihenfolge haben)
ist unmittelbar klar, dass das Vertauschen zweier Zeilen bzw. Spalten keine Auswirkung
auf den Rang einer Matrix hat.

5.4 (U.3) Zum Beweis von

det(a_1,...,a_;+Aa_j,...,a,) =det(a_q,...,a_;...,a_p)
formen wir die linke Seite wie folgt um:
det(a_y,....a_; +Xa_j, ..., ay)

=det(a_1,...,a—i,...,a,) +det(a_y,..., Aa_j,...,a,)
=det(a_1,...,a_i,...,a,) + Adet(a_y,...,a_j,...,a,)
=det(a_1,...,a_ ... a,).

Der Term Adet(a_q,...,a_j,...,a,) ist null, da sich a_; ja in Spalte ¢ befindet, in der

Matrix in Spalte j aber nochmals a_; ist (und die Determinante null ist, wenn dieselbe

Spalte 6fters vorkommt).

Zum Beweis von

det(a_q,...,a 4, ...,a_j,...,a,) = —det(a_y,...,a_j,...,a i, ..., ay).
formen wir folgendermaflen um:
det(a_y,...,ai,...,a_j, ..., ap)

=det(a_1,...,a,...,a_j+a_;, ..., ay)
=det(a_y,...,a; — (a_j+a_;),...,a_; +a_;,...,a,)
=det(a_y1,...,—a_j,...,a_; +a;,...,ap)

= —det(a_y,...,aj,...,a_j +a;,...,a,)
=—det(a_1,...,a_j,...,a_j,...,a,)+

—det(a_y,...,aj,...,0;...,a,)

=0—det(a_y,...,aj,...,a;,...,a,).

5.4 (U.5) Fiir die Bestimmung der Determinante einer Matrix in oberer Dreiecksform,
also

ajl a2 ... QAip
0 a92 ... Qa9p
0 0 ... apy
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5 Lineare Algebra

kann man zuerst den Faktor a;; aus der ersten Spalte herausheben und erhalt

a1 a1 ... Qip 1 a12 ... QAip

0 a929 ... Q9pn 0 99 ... Qop
= an|.

0 0 ... anun 0 0 ... apn

Addition des —ajo-fachen der ersten Spalte zur zweiten Spalte, und weiteres Herausheben
ergibt

1 an ... ayy 1 0 ... a, 1 0 ... aq,
0 agp ... a9, 0 ag ... a, 0 1 Ao,
au | " c| T M " .| T dudez ). . :
0 0 ... aun 0 0 ... aun 00 ... aum
Diese Iterationen lassen sich solange fortsetzen, bis sich die zu zeigende Aussage ergibt.
5.4 (U.7)
(a) 11
(b) 0
(c) 1
(d) 0
(e) 0
(f) 0

5.4 (U.9) Man benétigt n! rekursive Aufrufe der Determinantenfunktion.

5.4 (U.11) Seien A = (1 2) und B = (0 1). Dann gilt

3 4 2 3
det(A+ B) = |- 3=
aber
det(A) + det(B) = |5 1| +[) 5 =2+ (~2) = —4.

5.4 (U.13) Fiir n > 1 sind die Determinanten in Punkt (a) und (c) null, da die Zeilen
bzw. Spalten linear abhéngig sind. Fiir die Determinante in Punkt (b) ist dies erst abn > 2
der Fall.

5.5 Gauflsches Eliminationsverfahren

5.5 (U.1) Seien (Z,, Z,) zwei Zeilen eines linearen Gleichungssystems. Addition der ersten
zur zweiten liefert (71, Z; + Z,). Multiplikation der neuen zweiten Zeile mit (—1) ergibt
(Zy,—Zy — Zy). Addieren dieser zweiten Zeile zur ersten ergibt (—Zs, —Z; — Z5). Die
erste Zeile mit (—1) multiplizieren ergibt (Zy, —Z; — Z5); Addieren der ersten zur zweiten
Zeile ergibt (Z,, —Z7). Nochmalige Multiplikation der zweiten Zeile mit (—1) ergibt die
gewiinschte Zeilenvertauschung.

5.5 (U.3)
3 —1

@ L={[2|+X[ 0] |)NeR}
0 2
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5 Lineare Algebra

o z={(;)}
(c) L=o

5.5 (U.5) Im Fall von unendlich vielen Losungen eines linearen Gleichungssystems haben
die Losungen die Form

'} by _alll(r+1) _alll(r+2) —af,
T by _ag(r+1 —@g(r+2) —ay,
l'; b;”/ _a;"/(r—',-l) _a;”/(r-i-?) _a;"/n
o l=10[+X)N 1 + A2 0 +-- 4+ | O
Typo 0 0 1 0
Ty 0 0 0 0
x 0 0 0 1

Da die aufspannenden Vektoren alle in genau einer Zeile einen Eins-Eintrag haben (und
alle anderen in dieser Zeile eine 0), ldsst sich keiner dieser Vektoren als Linearkombination
der anderen darstellen. Daher sind alle Vektoren linear unabhéngig.

-1 0
5.5 (U.7) Man kann nachrechnen, dass die beiden Vektoren [ 3 | und [ —1| aus der
2 2
1 -1
ersten Losung denselben Unterraum aufspannen wie die beiden Vektoren | —5 | und | 2
2 4
aus der zweiten Losung (indem man etwa nachpriift, dass sie linear abhéngig sind). Da
0 2
weiters der Punkt | 6 | in L, liegt (und auch | —1| in Ls), gilt Ly = Ls.
2 0
5.5 (U.9) Die beiden Vektoren, die die angegebene Mannigfaltigkeit aufspannen, bilden
1 -1
eine Basis des Kerns von f: | 1| und | 0
0 2
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§) Geometrie in R"

6.1 Skalarprodukt, Lange und Winkel

6.1 (U.1) Wir beweisen zuerst die Implikation von links nach rechts, und da den Spezi-
alfall v-w >0, also |v-w|=v - w:

zu zeigen  v-w = ||v]|||w|| = v und w sind linear abhéngig
Umformen liefert

wir wissen  v-w = ||[v]|]jw]|

2u zeigen Jv= 2w
XER

Wir formen die wir wissen-Zeile um:
v-w = |vflw] & 2[vfl|lwllv-w = 2[jv|w]?
& 0 = ||v|]?lw]]? = 2[jv||lw]lv - w + [Jo]|*[Jw]]?

0= ([lvw = fw|v)?

& 0= [jo[w — [[w]v
SV = Mw
]l
Die in der zu zeigen-Zeile gesuchte Belegung ist somit A\ < H Der Fall v-w < 0 verlauft
ahnlich.
Die Implikation von rechts nach links, also
2u zeigen v und w sind linear abhéngig = |v - w| = ||v||[|w]],
bedeutet dann
wir wissen Jv=w
XeR
zu zeigen |- w| = o] ||w]]
Wir formen mit dem Wissen um die lineare Abhéangigkeit um:
wir wissen lv-w| = |v- (W)= |N|v-v| = |AJ? = |A|jv]|||v]]
= [[ol[l[Av]] = [lv[|{wl,

womit der Beweis abgeschlossen ist.
6.1 (U.3)

L ) 1 4 0
(a) gilt nicht, etwa fiir u = <2>, v = (O) und w = <2>
(b) gilt, wegen v> =u-u=u-u = ||ul]?
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6 | Geometrie in R

(c) gilt mit Einsetzen in Definition 6.1:

n

u-(v+w) = Zuz(vl +w;) = Z(uﬂh + wjw;)
i—1 i=1

=Y v+ > ww=u-vtu-w
i=1 i=1
6.1 (U.5) Diese Aussage gilt, wie man durch Einsetzen in Definition 6.1 nachrechnen
kann:

(Au) v = Z()\uz v; = )\ZuzvZ = Ao - w).

=1 =1

6.1 (U.7)
2u zeigen v =0<v=0
wir wissen v =0 Vv v=0v-v=0c0v=0

6.1 (U.9) Die Winkel sind fiir die ersten paar Dimensionen arccos \1[, arccos \1[, arccos \1[,

und im Allgememen arccos \} Fir n — oo tendiert dieser Ausdruck gegen arccos (0, was

einem Winkel von 5 = 90° entspricht. Somit stehen in hoheren Dimensionen nicht nur die
Koordinatenachsen senkrecht aufeinander, sondern auch die Diagonalen stehen annéhrend
senkrecht auf die Koordinatenachsen.

6.1 (U.11) Wir miissen Symmetrie, positiv-Definitheit sowie Bilinearitét tiberpriifen.
wir wissen P-Q=P-1)Q(-1)+ P(0)Q(0) + P(1)Q(1)
= Q(-1)P(-1) + Q(0)P(0) + Q(1)P(1)
=Q- P,
somit ist - symmetrisch. Fiir positiv definit gilt fir P < 0:
wir wissen P -P = P(—=1)P(—1) + P(0)P(0) + P(1)P(1)
= P(—1)* 4+ P(0)* + P(1)* > 0.
Damit gilt P- P =0« P(—1)>+ P(0)>+ P(1)*> = 0. Da P laut Angabe maximal Grad 2
hat, konnen nicht P(—1), P(0) und P(1) alle null sein, ohne dass P das Nullpolynom ist.
Es gilt also wie gefordert P- P =0« P = 0.

Die Bilinearitédt ergibt sich direkt durch Einsetzen in die Definition; wir iiberpriifen
etwa

zu zeigen  (P+Q)-R=P-R+Q-R
Wir wissen
(P+Q)- R=(P+Q)(~1R(~1)+ (P +QO)RO) + (P + Q)()R(1)
= (P(=1) + Q(=1))R(=1) + (P(0) + Q(0)) R(0)+
Q(
1)+

+ (P(1) + Q(1))R(1)
= P(=1)R(-1) + Q(=1)R(=1) + P(0)R(0) + Q(0) R(0)+
+ P(HR(1) + Q(1)R(1)
=P -R+Q-R

Die Bedingung (AP) - Q@ = A(P - @) ldsst sich dhnlich nachrechnen, ebenso die Linearitét
im zweiten Argument von -.
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6 | Geometrie in R

6.2 Projektionen

6.2 (U.1)
wWir WiSSEn, v 1Llw, alsov-w=20
au zeigen o+ w|® = [[o]|* + [Jw]|?
wir wissen  ||v +w|* = (U+U)) (v+w) - (v+w)
=02 4+ 20w+ w? =0 + w?
= [oll* + [lw]®
6.2 (U. 3)
5 3\ | 2\ 1* 1/5\]
4 + 12 =||6 = b4; 4 + 1] 2 =21+4+33=54.
1 2 3 1 2
1 3| 4| IN° 13\
0 5 5 0 5
9 +1] = g = 130; 9 +1 =91+ 39 =130.
3 2 5 3 2
6.2 (U.5) Direktes Einsetzen liefert
( VW ) ( ) VW ( )
v — w =v-w— w - w
Jw|? [Jw|?

=v-w— || P=v-w—v-w=0.

|| ||2
6.2 (U.7) Wir ignorieren im Folgenden den Spezialfall, dass einer der Vektoren der Null-

Vektor ist — eine solche Menge ist ndmlich automatisch linear unabhangig, wie Einsetzen
in die Definition zeigt. Seien also keiner der Vektoren by, ..., b, der Null-Vektor.

wir wissen Y bj-b,=0
1<j#k<n
2u zeigen bi,...,b, sind linear unabhangig
Wir setzen in die Definition linearer Unabhéngigkeit ein:
2u zeigen YV M+ 4+ =0=XN\ ==X, =0
Alyeens An€R

Fiir beliebig aber fixes Skalare Aq,..., A, ergibt sich daraus
wir wissen AMby+ -+ Ab, =0
2u zeigen A==\, =0
Wir berechnen auf beiden Seiten dieser wir wissen-Zeile das Skalarprodukt mit b;:
wir wissen (Aby+ -+ X\oby) 01 =0 by
wir wissen Abr-bi+ -+ Ab, b1 =0

Da die Vektoren by, ..., b, paarweise senkrecht stehen, vereinfacht sich diese Gleichung zu
wir wissen Aby - b = 0.
Weil by nicht der Null-Vektor ist, folgt b; = 0. Das gleiche Argument kann auf die anderen
Vektoren b, ..., b, angewandt werden, woraus wie gewiinscht A\; = --- = A\, = 0 folgt.
6.2 (U.9)
1 2 2\ T

0 0 1\ /9 ~1 3 T3 3 —2 —2

: 3 1 |=]3 2 12 1| =]-1

5 5 - ) 3 3 3 -

_3 4 3 —2 2 2 1 3 -3
5 5 3 73 73
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6.2 (U.11) Anwenden des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens liefert fol-
gende Vektoren:

2 2 1
0 0 0 o . s
(a) v, = L=l =]3 (da nur die Richtung, nicht aber die Lange des
6
1 _3 =5
6
3
. -5
Vektors relevant ist), v = 1
5)
1 1 1
0 1 —1
(b) U1 = 11’ Vg = -1l U3 = 0
1 0 —1
6.2 (U.13) Wir beweisen zuerst ,,Zeilen von A bilden Orthonormalbasis“ = , A ist ortho-
gonal“; seien dazu a;_,...,a,_ die Zeilen von A
wWIir wissen Y aj—-ap— =10
1<j#k<n
wir wissen Y lae_| =1

1<k<n
2u zeigen AAT =1,
Die beiden wir wissen-Zeilen kénnen wie folgt zusammengefasst werden:

o 1 fallsk =3y
wir wissen aj— - p— = ,
0 falls k #j
wir Wwissen (AAT)M = Z aika;‘gj = Z ikl = Qi - @
k=1 k=1
= ([n)ij7

womit diese Richtung des Beweises beendet ist. Man kann erkennen, dass sich das Argu-
ment ebenso auch in die andere Richtung fithren l&sst.

6.3 Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
6.3 (U.1)
(a) Eigenvektor (?) zum BEigenwert 6, Eigenvektor (

1 > zum Eigenwert 2.

1

(b) Eigenvektor (;

) zum Eigenwert 4, Figenvektor ( > zum Eigenwert 0.

(c) Eigenvektor <1> zum Eigenwert 4, Eigenvektor < 1 ) zum Eigenwert 1.

1 -2
6.3 (U.3) Das charakteristische Polynom einer Matrix
ay; a2 ... Qip
A — 0 A29 ... QAgp
0 0 ... ap
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ist (@17 — A)(aga — A) -+ (@pyn — A). Dieses Polynom hat somit genau aqy, ..., @y, als Null-
stellen; diese Nullstellen sind genau die Eigenwerte von A.
6.3 (U.5)
wir wissen JAv=>v
veV
v#0
zu zeigen (A — A,)z = 0 hat unendlich viele Losungen

Wir formen die wir wissen-Zeile um:

Av=X & Av—X =0 < (A-A,)v=0

Da v # 0 ist, besitzt das lineare Gleichungssystem (A — A[,)z = 0 mindestens zwei
Losungen (ndmlich z = 0 und 2 = v). Damit besitzt es unendlich viele Losungen.
6.3 (U.7)
wir wissen 4 Av=v
veV
2u zeigen = A%w = Nw
weV

Wir formen die wir wissen-Zeile um:
Av=X M & AAdv=A\w < A% =\Av
< A% = M\

Der gesuchte Vektor w ist somit der Eigenvektor v von A.
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7 Grundbegrifte der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

7.1 Begriffsbildung und Axiomatisierung
7.1 (U.1) Die Wahrscheinlichkeiten sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

36 3 36 36 36 36 36 36 36 36 36

7.1 (U.3) P(,zwei Buben®) = P(,zwei Madchen“) = i, P(,ein Bub und ein Madchen*)
1
- § o
7.1 (U.5)
(a) (17 17 1)7 (17 17 2)’ (17 2’ 1)7 (2’ 17 1)7 (17 17 3)7 (17 37 1)’ (37 ]" ]‘)’ (1’ 2’ 2)7 (2’ 17 2)7 (27 27 ]‘)'
10
(b) P(A) = 556

(c) nein, da
»~Augensumme 5 = {(1,1,3), (1,3, 1),
(3,1,1),(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1)},
»~Augensumme 6“ = {(2,2,2), (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),
(3,1,2),(3,2,1),(1,1,4),(1,4,1),(4,1,1)}.
7.1 (U.7)
(a) 2=1{1,2,3,4,5,6}
(b) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des unfairen Wiirfels ist wie folgt:
1 2 3 4 5 6
3

1 2 4 5 6
21 21 21 21 21 21
Damit gilt P(,,gerade Zahl wiirfeln®) = %

(c) P(,Primzahl wiirfeln®) = %
7.1 (U.9) Aus den Informationen kann man ablesen, dass 20 Studierende sowohl ein
Smartphone als auch einen Computer besaflen. Damit besaflen 55 Studierende einen Com-
puter, und 50 ein Smartphone.
7.1 (U.11)

(a) Q= {(nl,ng) |1 <ny,ng < 4}

(b) P(,Augensumme < 5) = P({(1,1),(1,2),(2,1),(2,2), (1,3), (3, 1), (1,4), (4, 1),

(2,3),(3,2)}) = 1¢
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(c) P(,ungerade Augensumme*) = P({(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(1,4),(4,1),(3,4), (4,3)}

= 1g- Damit ist es gleich wahrscheinlich, eine ungerade Augensumme zu wiirfeln wie eine
gerade.

7.1 (U.13)

@ (3)

» (2)

(c) Der Spieler gewinnt bei jedem der folgenden disjunkten Ereignisse: rot, aber nicht
erste Spalte (Wahrscheinlichkeit %) oder erste Spalte (egal ob rot oder nicht, Wahr-

5

scheinlichkeit ebenfalls %) Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten sind somit (gf;) bzw.
13)°
37 )

7.2 Elementare Zihltheorie
7.2 (U.1)
@ (%)
) (5)
© (5)(5)
7.2 (U.3) Es gibt (220) Moglichkeiten, zwei von 20 Béllen zu ziehen. Die giinstigen (uns

interessierenden) Moglichkeiten sind (1,2), (1, 3), (2, 3), (2,4),
..., (19,20) — das sind 19 mit Differenz 1, und 18 mit Differenz 2. Die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit ist somit %
7.2 (U.5)
(a) 5!

(b) 5! bzw. 5-4-3
7.2 (U.7) 2¢
7.2 (0.9)

@ (7))

(b) 420
7.2 (U.11)

@ (%57

) /(%0

(c) 11- 3/(12;_31_1): Durchzéhlen der Aufteilungen (0,1,11), (0,2,10),...,(0,11,1) fiir den

Fall, dass das erste Restaurant frei bleibt; Multiplizieren mit 3 fiir jedes der drei Restau-
rants.

7.2 (U.13)
(a) 4-9-12
(b) 4-9-12-3!
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(c) 25-24-23

7.2 (U.15) Wenn der Block von 3 und 4 auf Positionen 8 und 9 steht, kann der Block
von 1 und 2 auf 6 Positionen stehen. Dieses Argument auf alle moglichen Positionen von
8 und 9 angewandt liefert 21 Kombinationen fiir die 1/2 Blocke vor den 3/4 Blocken.
Multiplikationen mit den méglichen Anordnungen in den Blécken ergibt 21 - 2! - 2!,
7.2 (U.17)

(a) 52!

(b) 49 - 4!/52!
7.2 (U.19)

(a) 12!

418!
(b) nein, macht keinen Unterschied

111
(©) 1isi

7.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

7.3 (U.1)
(a) 0.98-0.97
(b) 0.98-0.03 + 0.97 - 0.02

7.3 (U.3)
(a)
(b)

7.3 (U.5)

P(unfaire Miinze | 6x KOPF)

DO | = Qo=

P(6x KoPF | unfaire Miinze) P(unfaire Miinze)
B P(6x KoPF)

P(6x Koprr) = P(6x KoPF | unfaire Minze) P(unfaire Miinze)+
P(6x Kopr | faire Minze) P(faire Miinze)
1 1\¢ 64 2
1 =+(5) m-
65 2 65 65
Damit ist P(unfaire Miinze | 6x KopPF) = (1-1/65)/(2/65) = %
7.3 (U.7)
(a) ja
(b) ja
(c) nein
(d) nein
7.3 (U.9) P(Test positiv) = 0.5, damit P(K; | Test positiv) = 0.5333, P(K, | Test positiv) =
0.3333, P(K3 | Test positiv) = 0.133333.
7.3 (U.11)
(a) 0.005
(b) 0.14
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7.3 (U.13)
(a) 0.0084
(b) 0.0814
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8 Zufallsvariable

8.1 Diskrete Zufallsvariable

8.1 (U.1)
k|1 2 3 4 5 6 7
fz(k)\o.z 0.17 0 026 0.08 0 0.29
8.1 (U.3)
ko 1 2 3 4
15 7 13 1
£ 5% 5% % 0 5%
8.1 (U.5)

(@ = (2)

k—1 k
(5 1 _ 1l (B5) _ 1 1 _ 1 1 _
(b) Zk=1<6) 6_6Zk:0(6) _6'1—5/6_6'1/6_1'

8.2 Verteilungen von diskreten Zufallsvariablen

8.2 (U.1) 0.9774

8.2 (U.3) n
wir wissen > ( )akb”_k = (a+b)*
o \F
zu zeigen > <Z>pk(1 —p)" =1
k=0

Wir formen die linke Seite der zu zeigen-Zeile um:

Zi: (Z)pk(l —p)" =+ 0-p)=1"=1.

8.2 (U.5) 0.1694
8.2 (U.7) 0.366
8.2 (U.9) Die Zufallsvariable X gebe die Anzahl der Sechser (also alle sechs Tipps richtig)
an. Die Wahrscheinlichkeit eines Sechser ist 1/ (465); bei 8 Millionen abgegebenen Tipps ist
X poissonverteilt mit A = 8000000/() = 0.982. Damit gelten P(X = 0) = 0.3745,
P(X = 1) = 0.3678 und P(X = 2) = 0.1806.
8.2 (U.11)

(a) 0.3012
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(b) 0.0338

8.2 (U.13) 0.0656
8.2 (U.15) 0.1445

8.3 Mehrdimensionale Zufallsvariable

8.3 (U.1)
k |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
f(k)‘iliiiﬁiii2i
X 36 36 3 36 36 36 36 36 36 36 36
k|1 2 3 4 5 6
()‘Lijlgll
36 36 36 36 36 36

Die Zufallsvariablen X und Y sind nicht unabhéngig, da etwa fxy(2,1) = % ist, aber
1 1.
fX(Q)fy(l) = % . % ist.

8.3 (U.3)
(a)
X
1 2 3 4
2 6 4
1136 16 16
2
y 20
3
2
4 16
(b)
k|1 2 3 4
2 8 4 2
PO
k|1 2 3 4
12 2 2
fy(k)‘ﬁ;iﬁoﬁ
(c)
k|1 2 3 4
6 4

2
fX|Y:1(k) ‘ 12 12 12 0
(d) Nein, nicht unabhéngig, etwa wegen fxy(1,1) = % # % 16 = [x()fr (D).

8.3 (U.5)
(a)
k|1 3 5
24 6 6
fx(k) ‘ 36 36 36
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k|0 1 2
12 18 6
Jy (k) ‘ 36 36 36

(b)

k|1 3 5
8 2 2
Lev=ol®) | 5 5 1
(c) Ja, unabhéangig, da fxy(k,j) = fx(k)fy(j) immer gilt.
8.3 (U.7) Wir schreiben ohne Allquantoren:

I
wir wissen Ixy=;(k) = Fxy () (Definition bed. Verteilung)

fr ()
wir wissen fxy(k,j) = fx(k)fy(j) (X und Y sind unabhingig)
zu zeigen  fxyy=j(k) = fx(k)
Einsetzen der zweiten in die erste wir wissen-Zeile liefert unmittelbar die zu zeigende
Aussage.

8.3 (U.9)
(a)
X
0 1 2
6 8 3
0136 36 36
12 6
1
2]35
(b) Lx(k.d) = (7)) (2iy)/ ()
(c)
k 0 1 2
15 18 3
fx (k) 36 36 36
k 0o 1 2
21 14 1
fY(k) 36 36 36
(d)

j o 1 2
. 12 6
frxa) | B £ o
(e) Nein, nicht unabhangig, etwa wegen fxy(0,0) = % # % : % = fx(0)fy(0).
8.3 (U.11)
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2 4

5 7

9

0.1 0.15
0.06 0.09
0.02 0.03
0.02 0.03

S =

8.4 Erwartungswert und Varianz

8.4 (U.1) E(X) =

8.4 (U.3) E(X) =

8.4 (U.5)

WIT WISSEN
WIT WISSEN
WILT WISSEN

2U zeigen

8.4 (U.7)

WIT WISSEN

2U zeigen

27 503
16° Va (X) ~ 256

3 7
5» Var(X) =

0.15
0.09
0.03
0.03

0.05
0.03
0.01
0.01

0.05
0.03
0.01
0.01

fir a = p, b = (1 — p) somit

o p>mfk

=)t
k=1
"o
N pz(k 1
n—1
_ pz< X
= pZCZ)p 1
=0
=np.
o) /\k
A
g::oe ik
o0 )\k
A
kz:%k:e o A
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Wir formen die linke Seite der zu zeigen-Zeile folgendermaflen um:
00 )\k oo )\k
o A AN

,?;O’“e ! _,;ke !
[e’s) )\k—l
=) e
IE
[e%) )\k
_ N
- A,;f il

1

=\
8.4 (U.9) .
wir wissen E(X) =Y kfx(k)
k=0

wir wissen E(g(X)) = ki g(k) fx (k)

zu zeigen E(aX +b)=aE(X)+0b

Wir formen die linke Seite der zu zeigen-Zeile folgendermaflien um:

E(aX +b) = (ak+b)fx(k)
k=0

=aqa i k}fx(k‘) +bi fX(k)
k=0 k=0

E(X) 1
=aE(X)+0b

8.4 (U.11)
wir wissen E(c) =c¢ fir Konstante ¢

wir wissen  Var(X) = E(X?) — (B(X))?
zu zeigen  Var(aX +b) = a*Var(X)
Wir formen die linke Seite der zu zeigen-Zeile folgendermafien um:
Var(aX +b) = E((aX + b)?) — (E(aX +b))?
= E(a’X? + 2abX + V*) — (aE(X) + b)?
= a’E(X?) + 2abE(X) + b* — a*(E(X))? — 2abE(X) — b*
— a2 (B(X?) — (E(X))?)

Var(X)
= a*Var(X).
8.4 (U.13)
wir wissen  Var(X) = E(X?) — (B(X))?
. 2 AR

WIT WISSEN Z e /\H =1

k=0

00 /\k:
wir wissen Z ke ™A =\

b k!

2u zeigen Var(X) =\ fiir X ~ Poisson(\), also
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Zu zeigen ist somit F(X?) — (E(X))? = ), wegen E(X) = X also E(X?) — A\? = \. Es gilt
00 )\lc
Z -
X2) = k2€ g

_AZ/«H A
(k—1)!

[e.o]

)\kfl )\kfl }

= 2 {(k’ — 1)6_’\(k — 1 +6_/\(k: Y

0o _)\)\k 00 _)\)\k]

){Z_:ke >

A 1
= A2\

Daraus folgt unmittelbar die zu zeigende Aussage.

8.5 Kovarianz und Korrelationskoeffizient
8.5 (U.1)
wir wissen  Cov(X,Y)=E(X — E(X))(Y — E(Y)))
2u zeigen Cov(X,Y)=E(X -Y)—-EX)E()
Wir formen die linke Seite der zu zeigen-Zeile folgendermaflien um:
Cov(X,Y) = B((X — E(X)(Y — E(Y)))
— B((X-Y) -~ YE(X)— XE(Y) + E(X)E(Y))
=EX Y)-EY)EX)-EX)EY)+ EX)E(Y)
— B(X-Y) - BE(Y)E(X).
8.5 (U.3)
wir wissen X ~ Bin(n, p)
wir wissen X =) Y, mit Y; ~ Bernoulli(p)
k=1
wir wissen E(Y;))=p
2u zeigen E(X)=np

Wir formen die linke Seite der zu zeigen-Zeile folgendermaflen um:

= B(3.Y) =3 E() =Y. p=m

8.5 (U.5) Es gelten B(X) = 55, Var(X) = 205, E(Y) = &, Var(Y) = 23, B(XY) = 2,
Cov(X,Y) = 43090, damit Corr(X,Y) = 555.
8.5 (U.7)

wir wissen Cov(X,Y)=E(X" Y)-EX)E(®Y)

wir wissen E(g ZZ (k, ) fxvy (K, j)

zu zeigen Cov(aX,bY) = abCOV(X, Y)
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Wir formen die linke Seite der zu zeigen-Zeile folgendermaflen um:
Cov(aX,bY) = E(aX -bY) — E(aX)E(bY)

m

i abkj fxy (k, ) — aB(X)BE(Y)

=1

Zi:i kjfxy(k,j)—abE(X)E(Y)

E(X-Y)
= ab(E(X -Y) = E(X)E(Y))
= abCov(X,Y).

8.5 (U.9)
wir wissen 0 <2(1+ Corr(X,Y))
wir wissen 0 < 2(1 — Corr(X,Y))
2u zeigen — 1< Corr(X,Y) <1.

Die beiden Behauptungen der zu zeigen-Zeile ergeben sich als direkte Umformungen der
beiden wir wissen-Zeilen.

8.6 Stetige Verteilungen

8.6 (U.1) a=—1
8.6 (U.3) P2<Z<3)=1
8.6 (U.5)

(a) Ja, weil [} [ fxy(z,y)dedy = 1 gilt.
(b) fx(a) =~z —4)

(c) E(X) = g5, Var(X) = 15
(d) Nein, nicht unabhéngig, da fxy(z,y) # fx(z)fy(y) ist.

8.6 (U.7) B(X) =T, Var(X) =

8.7 Die Normalverteilung

8.7 (U.1)
wir wissen f(=z) = f(z) (f ist symmetrisch)

wir wissen / f(z)dz =1 (f ist Dichtefunktion)
R

wir wissen F(x) = f(t)dt (F ist Verteilungsfunktion von f)

—00

c b
wir wissen / f(x)dx / f(x dm+/ x)dzr (Hinweis 1)

wir wissen /abf(x)dx = /_ab —f(—u)du = /_b f(—u)du (Hinweis 2)
zu zeigen F(—z)=1- F(x)
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Aus der Formel zur Zerlegung des Integrals folgt mit a = ¢, dass [ f(z)dz = — [ f(z)dz
gilt. Wir formen die linke Seite der zu zeigen-Zeile folgendermaflien um:

F(—2) :/OO F(t)dt = 1—/O:f(t)dt: 1—/gcoo—f(—u)du
=1 —/:E f(—u)du =1 —/x f(u)du

=1—F(x).

8.7 (U.3)

(a) 0.599

(b) 0.809
8.7 (U.5)

(a) —3.57

(b) 0.525
8.7 (U.7) ¢ =8.615
8.7 (U.9) 0.44
8.7 (U.11) 47.52cm

8.7 (U.13) Approximation der Poissonverteilung durch Normalverteilung liefert 0.0071;
exaktes Aufsummieren der Poissonverteilungswerte liefert 0.0043.
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9 Einfuhrung in die schliefende Statistik

9.1 Grundbegriffe der beschreibenden Statistik
9.1 (U.1)

(a) nominal

(b) quantitativ(-stetig)

(c) quantitativ(-diskret)

(d) nominal

(e) ordinal

(f) quantitativ(-stetig)

(g) nominal

(h) nominal

(i) nominal

(j) quantitativ(-diskret)
9.1 (U.3) +
9.1 (U.5) Histogramm links mit Boxplot rechts, da die meisten Daten links sind, und nur
wenige Datenpunkte sich weit rechts befinden (im Boxplot als Ausreifler markiert). Fir
die Gleichverteilung im Histogramm rechts kann man im Boxplot erkennen, dass sich im
mittleren Bereich 50 % der Daten befinden, mit gleich breitem Bereich links und rechts der
Box. In diesen Bereichen befinden sich jeweils 25 % der Daten.

9.2 Mathematische Grundlagen der schlieBenden Statistik

9.2 (U.1) links: 0.263, Mitte: 0.693, rechts: -0.637
9.2 (U.3) n =140
9.2 (U.5) Schitzung iiber Z ~ np liefert p = %

9.2 (U.7) Schitzung iiber 7 ~ # liefert 5 = 1.76. Da dies nicht méglich ist (ein Mess-
~ (8-0)?

wert ist 1.9!), konnen wir auch eine Schitzung iiber s* ~ 75~ versuchen. Dies liefert
hier die bessere Schatzung /3 =1.958.
9.2 (U.9) Die Formel

k—1
(”—1> falls n < k < N

s
=<
Il

=z
Il

sonst
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gibt im Nenner die Anzahl aller Moglichkeiten an, n Zahlen ohne Zurticklegen aus der
Menge {1,..., N} zu ziehen. Die fiir uns interessanten Moglichkeiten sind die, wo k die

grofite gezogene Zahl ist. Die Anzahl dieser Moglichkeiten ist durch (ﬁ:i) gegeben: Alle
anderen n — 1 gezogenen Zahlen missen kleiner als k sein; es gibt k£ — 1 solcher Zahlen, die
aus den restlichen n — 1 Zahlen ausgewahlt werden konnen.

9.2 (U.11) Auflésen der Gleichung E(X) = n(é\_ﬁl) fir E(X) = 62 und n = 5 nach N

liefert N = 73.4.

9.3 Maximum-Likelihood-Schiatzungen
9.3 (U.1) Die Likelihood-Funktion ist

n ) (1;—p)?
2) — L 722
L(U ) 1 503 e o2
und damit ist
1 (xz_M)Q

= 207
= nlog ((27702)1/2) + 2}‘2 Zz:(azl — p)?
— glog(Zﬂ) + glog(UQ) + 2}‘2 Zz:;(xl — ).
Nullsetzen der Ableitung von — log L(0?) ergibt
2 n
IS VORI NS

und nach Multiplikation mit 20* die Gleichung

no® = (z; — p)°
i=1
mit Losung
1 & 9
A9 N
oML = n Z(Ii — fn)”,
i=1
wenn wir den unbekannten Parameter p durch seinen Maximum-Likelihood-Schétzwert
[, ersetzen.

9.3 (U.3) Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist, zur Vereinfachung hier fiir die Werte k =
62und n =5

@ falls n < k< N
falor) =4 (¥) FETEES

5
0 sonst.
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9 Einfithrung in die schliefende Statistik

Wir wissen bereits, dass N > 62 gelten muss, da ja schon ein Los mit Nummer 62 observiert

wurde. Da (Z;) aber fiir grofilere Werte von N immer groer, und 1/ (]g[) fir groflere Werte
von N immer kleiner wird, wird dieser Ausdruck fiir N = 62 maximiert. Dies liefert die
wenig sinnvolle Schitzung, dass es soviele Lose gibt, wie die groite gezogene Losnummer
angibt.

9.4 Lineare Regression

9.4 (U.1) Die Funktion f(0y,60s) = >0, (y; — 012, — 03)? ist einmal nach 6;, und einmal
nach 6, abzuleiten. Die Ableitung nach 6 ergibt

-2 Z 91 T — )xia
die nach 65 ergibt

i=1

Mit
% xp 1
Ty 1
Y = y.2 , X = .2 und «9:(91>
: : )
Yn Tn 1
ergibt aus der Umformung des Terms —2X7 (Y — X6) Folgendes:
— (611 + 65)
— (0122 + 0
—2XT(Y—X9) — 9 T1 Ty ... Tn Y2 ( 1. 2 2)
11 .1 :
- (elxn + 02)

y1—bhry — O+ -+ yp — b, — 02
die beiden Zeilen sind somit identisch zu den oben angefiihrten Ableitungen.

— _9 <IE1(?J1 — 0121 —03) + - + 2 (yy — 1z, — 92)) )

9.4 (U.3) Auswertung der Formel aus Satz 9.5 ergibt fiir die Daten aus Ubungsaufga-
be 9.4 (U 2) den Maximum-Likelihood-Parameterschatzwert HML (%, %) Mit diesen
Werten sind

1394

0 = — d
kz::l SC/m ML)) 545 un

- _o 293
z:: Yk — - ?,
somit ist
Sh (g — Sl Oun))? 8364
Yialye—9)? 159685
Fiir den Korrelationskoeffizienten der Daten aus Ubungsaufgabe 9.4 (U.2) erhélt man r,, =

1:;29685’ und damit auch wie gewiinscht

) 8364
T = .
™ 159685
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9 Einfithrung in die schliefende Statistik

9.4 (U.5) Fiir beliebig aber fixes z € V gilt:

wir wissen z € kern(AT A)
wir wissen BTAT = (AB)"
zu zeigen x € kern(A)
Einsetzen in die Definition des Kerns eine Funktion bzw. Matrix liefert
wir wissen AT Az =0
2u zeigen Ar =0

Wir erweitern die wir wissen-Zeile mit 27 und erhalten folgende Umformungen

"ATAz =0 & (An)TArz=0 < Ar=0.

9.5 Einfiihrung in die Theorie der Konfidenzintervalle

9.5 (U.1) [53.0074, 55.3926]

9.5 (U.3) Das 95 %-Konfidenzintervall ist [5.64227,13.3577], das 90 %-Konfidenzintervall
ist [6.64916, 12.3508].

9.5 (U.5) Das Konfidenzniveau ist etwa 95%.

9.5 (U.7) Eine dhnliche Umformung wie in Beispiel 9.22 liefert p(1 — p) = 0.0001627n;
da p(1 — p) < 0.25 gilt, miissen mindestens n = 1537 Personen befragt werden.

9.5 (1.9) [0.66748,0.93252]

9.6 Einfiihrung in die Testtheorie

9.6 (U.1) Nein, die Wahrscheinlichkeit von 25 oder mehr und 15 oder weniger Sechsen
unter 120-maligem Wiirfeln ist etwa 27 %.
9.6 (U.3) Wie in Beispiel 9.25 berechnet, umfasst der Ablehnungsbereich dieses Hypo-
thesentests die Zahlen 60,...,100 und 0,...,40. Die Wahrscheinlichkeit, mit einer unfairen
Miinze mit P(KOPF) = 0.6 in diesem Bereich zu landen, ist etwa 54.3 %.
9.6 (U.5) Eine dhnliche Umformung wie in Beispiel 9.25 liefert k = 31.5; der Akzeptanz-
bereich ist demnach die Menge {469,...,531}, die anderen Zahlen in N<jggo bilden den
Ablehnungsbereich.
9.6 (U.7) Man verwirft die Nullhypothese, da fiir die N(176,4/y/10)-verteilte Zufallsva-
riable X ein Wert von 179 oder mehr nur Wahrscheinlichkeit 0.009 hat. Der p-Wert dieses
Tests ist somit 2 - 0.009 = 0.018 und liegt unter der Grenze von a = 0.05.
9.6 (U.9) Man verwirft weiter die Nullhypothese, da die Student-t-verteilte Zufallsvaria-
ble (X —176)/(4/1/10) (mit 9 Freiheitsgraden) einen Wert von (179 — 176)/(4/1/10) oder
mehr nur mit Wahrscheinlichkeit 0.021 annimmt. Der p-Wert dieses Tests ist mit 0.042
kleiner als das Signifikanzniveau von 0.05.

Das 95 % Konfidenzintervall fiir p ist [176.139, 181.861]. Wie zu erwarten, ist der Wert
176 nicht im Konfidenzintervall.
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A Lambda-Kalkiil

A.1 Formale Konzepte des Lambda-Kalkiils
A1 (U.)

(a) \z.xy

(b) Azy.z (zy)

(c) \eyxzy

(d) \z.x (\y.xy)x

() (zyz)((z22)(zy))

(a) u

(b) (Az.z2) (Az.z 2) (keine Normalform)
(c) y

(d) y(=2)

A.2 Arithmetik und Aussagenlogik im Lambda-Kalkiil

A.2 (U.1)
(a)
succ2 = (Ansz.s(nsz)) (Asz.s(s2)) =5 Asz.s (Asz.5(s2)) s 2)
—5 Asz.5(s(s2)) =3
(b)
ADD32 = (Amnsz.ms(nsz))32 —5 Asz.3s(2s2)
= \sz.(Asz.s(s(52)))s(2s ) —5 Asz2.5(s(s(252)))
= Asz.5(s(s((Asz.s(s2))s2))) =5 Asz.s(s(s(s(s2))))
=5.
(c)
MULT 23 = (Amns.m(ns))23 =5 As.2 (3 5)
= As.2((As2.5(s(52)))s) =5 As.2 (2.5 (s(s52)))
= As.(Asz.s(s2)) (Az.s(s(s2)))
—5 As.(Az.(Az.5(5(52))) (N2.5 (s (52))) 2))
—p Asz.(Az.s(s(s2))) (s(s(s2)))
—p Asz.5(s(s(s(s(s2)))))

= 6.
A.2 (U.3) mvipL = Azy.xfwwy
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A | Lambda-Kalkil

A.3 Programmieren im Lambda-Kalkiil

A.3 (U.1) TRIPLE := Aabcz.abc, PROJ; := Az.z (Aabc.a), PROJy := Az.z (Aabe.b), PROJ3 1=
Az.z (Aabe.c).
A.3 (U.3) ) -
g1 = (M.IF_ THEN ELSE (ISZEROn)01)1
—5 IF__THEN__ELSE (ISZERO 1) 0 1
= (Az.z) (1sSZERO 1) 01
—5 (152ZERO1) 01
= ((Anzy.n(Az.y)x)1)01
—5 1(A\2.1)0
= (Asz.52) (\2.1)0
—5 (A2.1)0
—5 1.
A.3 (U.5)
LENGTH := © \fn.IF_ THEN__ELSE (ISEMPTY n) 0 (Succ (f (PROJyn)))
A.3 (U.7)
YF=(f.(x.f(zx))(Me.f(zx))) F
—5 (Ae.F (zx)) (M. F (v x))
s F(Af- (N f (w ) (N f (z2))) F)
=F((YF).
Damit gilt Y F' =5 F (Y F), aber wegen der Umformung zwischen der dritten und der
vierten Zeile eben nicht Y F' —75 F (Y F).
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B Gleitkommazahlen

B.1 Gleitkommadarstellung

B.1 (Ul) 0.710 = 0.101100, = 0.200223 = 0.325, 0.8519 = 0.1101100, = 0.21122113 =
0.415.

B.1 (U.3) Die zu 1.2 nichste Maschinenzahl ist 1.25, die zu 2.2 ist 2.25, die zu 3.2 ist
3.25, die zu 4.2 ist 4, die zu 5.2 ist 5.

B.2 Gleitkommaarithmetik

B.2 (U.1) Es gelten fl(x) = 0.23333 x 10! und fl(y) = 0.14286 x 10°, somit z ¢ y =
0.24762 x 10! mit einem absoluten Fehler von 0.952381 x 10~°, und einem relativen Fehler
von 0.384615 x 107°. Weiters ist 2 © y = 0.21904 x 10! mit einem absoluten Fehler von
0.761905 x 10™*, und einem relativen Fehler von 0.347826 x 10~%.

B.2 (U.3) 11.111%
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